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Onderwerp der integraal-rekening. Onderscheid tusschen 
bepaalde en onbepaalde integralen. 

% 1. In de tweede les van het eerste deel zijn de regels ont- 
Touwd , naar welke de onderscheidene soorten Tan f anctien gediffe- 
rentieerd kannen worden , en waardoor wij alzoo in staat zijn om 
uit elke vergelijking van den vorm 

y = F(x), 

af te leiden de diffisrentiaal-betrekking 

dy = f{x)ds. 

De omgekeerde bewerking nu, dat is die, waarbij men zich voor- 
stelt, uit eenen gegeven differentiaal- vorm f{x)dx, op te klimmen 
tot de oorspronkelijke fanctie F{a;), waaruit die vorm door differen- 
tiatie voortgesproten is, heet integreren^ en de functie F{x) wordt 
als dan de integraal van f[x)dx genaamd. Men verstaat alzoo onder 
de integraal eener differentiaal-uitdrukking Xdw of f{x)dx, eene 
zoodanige functie van x , welke , gedifferentieerd zijnde , de gegevene diffe- 
rentiaal wederom oplevert , en dus X of f(x) tot afgeleide functie heeft. 

De integraal-rekening is derhalve dat gedeelte der wiskundige 
analysb, ten onderwerp hebbende het opsporen der verschillende 
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handelwijzen en halpraiddelen, welke geschikt zijn om voor elke 
differentiaal-aitdrukking de oorspronkelijke functie te bepalen, waar- 
uit zij door differentiatie op nieuw kan afgeleid worden. 

§ 2. In navolging van Leibnitz , zijn de wiskundigen gewoon de 
integraal eener differentiaal-functie aan te wijzen door het plaatsen 

van het teeken f vóór deze functie, en mitsdien aldus te schrijven: 

waarvoor gelezen wordt : de integraal van Xdx, De waarde van y, ge- 
geven door de differentiaal-betrekking 

dy = f(x) da , 
laat zich dus voorstellen door 

y = j{[^)dx = F[x) (1) 

Het aangenomen integraal -teeken is niet anders dan een bijzon- 
dere vorm van den eersten letter van het latijnsche woord Summa, 
som beteekenende. De juistheid dezer notatie zal straks blijken , nadat 
wij zullen hebben doen zien, dat elke integraal werkelijk de limiet 
voorstelt van de som eener oneindige reeks van termen , die alle 
oneindig klein worden, zoo dat het integreren eigenlijkeene som- 
mering aanduidt. 

Bijaldien aan het veranderlijke element x geene bepaalde waarde 
wordt toegekend, en de vergelijking (1) dus voor alle waarden van 
s geldig is, heet F(x) de onbepaalde integraal van f{x)dx. 

Neemt men hierbij in aanmerking, dat het vermeerderen of ver- 
minderen eener functie van x, met eene willekeurige standvastige 
grootheid C, geene verandering te weeg brengt in de differentiaal 
dezer functie , en dus dFix) = d[F{x) -+- C) is , waarin C zoo wel 
positieve als negatieve waarden kan verkrijgen , dan blijkt hieruit 
terstond, dat men zal behooren te schrijven 

jf[x)dx =1 F[x) + C\ 

welke meer algeroeene uitkomst alsdan de volledige integraal van 
f(x)dx wordt genaamd. 

Het integreren en differentiëren als twee bewerkingen te be- 
schouwen zijnde, waarvan de eene het omgekeerde der andere is, 
zoo heeft men altijd, 

djf{x)dx = f(x)dx, 

*" fd{F(x) + C) = F(«?) -+* C , 
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aanduidende, dat de teekens d en f elkander opheffen, indien zij 

gelijktijdig vóór eene functie geplaatst zijn. 

S 3. Op grond nu der voorgaande bepalingen , en van de uit- 
komsten in de aangehaalde les voor de differentialen der verschil- 
lende soorten van functiën verkregen, mogen wij thans bij 
omkeering schrijven, 

(x'dx=z -i-i s'+' + C. (- = __JL_+C, 
J n+1 ' J«* (n— 1)«— > 

[cos.wdx z=z m.o? H- C, i«n. xds = — cos, x+C, 

r-4--= tg.x + C, ("T^ = —cota + C, 

Jcos^x Jain.^x 

/sin.sdx ^ fcos.xds . _ 
;— = iecx + C, 1 — r-T— = — cojrw. j? -f- C, 

t dx t dx ^ 

\viy=^) = ^'^^■'^-^^^ fj^I^r = Btg.s+C. 

Wijders volgt nog uit § 14 (!• Deel), 

i:f\Xdx + Xidx+Xidx-h"\ ^^fxdx-hfx^dx +fx^dx 

waarin X, JCj, -ïj..., gegevene functiën van j; voorstellen. Hieruit 
blijkt dat, de integraal der algehra^Uehe som van een willekeurig aantal 
differentiaal-functi'én , gelijk is aan de som der afzonderlijke integralen 
van dexe functiën. 

2». faXdx = afXdx, 

a eene standvastige grootheid zijnde. 

Bij het integreren van het product eener differentiaal^funetie met 
een' standvastigen factor ^ kan dus de laatste vóór het integraal-teeken 
g^laatst worden. Van deze en de voorgaande eigenschap wordt in 
de integraal-rekening eene veelvuldige toepassing gemaakt. 

De willekeurige standvastige Cf welke, gelijk hiervoren opgemerkt 
is, bij elke integraal behoort gevoegd te worden, om haar onder 
den algemeensten vorm uittedrukken, kan echter bij de toepassing 
op gegeven vraagstukken , eene bepaalde of onveranderlijke waarde 
Terkrijgen , welke van den aard van het vraagstuk , en alzoo van 
de bijzondere voorwaarde afhangt, waaraan de uitkomst in den 
vorm eener onbepaalde integraal aangewexen , moet voldoen. 
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Gesteld bij voorbeeld dat aan de integraal 

jXdx = F{x) + C, 

de eigenschap of voorwaarde verbonden zij , om voor eene bepaalde 
waarde van x = a, te verdwijnen of gelijk nul te worden, dan 
zal C behooren te voldoen aan de vergelijking 

O = F(a)+C, 
waarait volgt C = — F{a). 

Derhalve f Xdx = F{a:) — F{a) (I) 

Moet na dezelfde integraal in een ander geval verdwijnen voor 
dp = 5, dan heeft men eveneens 

fXdx = F{x) — F{h). ., (2) 

Elke dezer twee uitkomsten stelt eene integraal van Xda^ voon 
Zij zijn echter van elkander in waarde onderscheiden , dewijl zij een 
standvastig verschil F{b) — F(a) opleveren. Hiernit blijkt reeds bij voor- 
raad, dat, indien men langs verschillende wegen eene functie Xdx 
integreert, de verkregene uitkomsten niet altijd identiek zulten 
zijn, ten ware zij voor dezelfde waarde van x gelijktijdig verdwij- 
nen; terwijl er in elk ander geval tusschen die uitkomsten een 
standvastig verschil zal bestaan. 

Zij b. V. i = sin, a?, en laat jXdx = — cos.x + C voor 

rr = O verdwijnen, dan isC = i en das in dat bijzondere geval. 



ƒ- 



sin, xdx = 1 — cos. x. 
Even zoo vindt men uit 



f dx 



bijaldien de integraal voor x z= l behoort te verdwijnen, 

dx 



I-, 



= Bsin.x — Ü = — Bcos.x. 



V[l—x*) ~ 2 

Stelt men daarentegen tot voorwaarde dat de integraal tegelijk 
met X moet verdwijnen, dan komt er = 0, en dus 
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welke uitkomst een standvastig verschil roet de Toorgaande ople - 
Tert, als zijnde 

B sin. o? + J? cos, x z=z •-. 

S -4. Elke der integralen (1) en (2) behoort tot de onbepaalde^ 
zoo lang hare waarde afhankelijk is van die, welke men aan het 
veranderlijke element s verlangt te geven. 

Moet men de waarde van jXdx volgens (1) bepalen, in de bij- 
zondere onderstelling van x =: a\ dan komt er 

jXdx = F[a') — F{a). 

In zoodanig geval heet zij eene hepaalde integraal, genomen tus- 
schen de grenzen ar = a en o; = a\. De integraal .wordt alsdan 
gezegd hi^ X =. a aan te vangen, en bij ar = a' te eindigen. Men 
is gewoon die grenzen door de navolgende notatie aan tedaiden, 
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Xdx = F[a') — F[a)', 

waarin a de bovenste en a de benedenste grens beteekent. 
De waarde eener tusschen twee bepaalde grenzen x = a, x z= a', 

genomen integraal /Xdx, wordt alzoo gevonden door in de onbepaalde 
integraal F(x) , voor x achtervolgens te substitueren a, a', en de 
eerste uitkomst van de tweede af te trekken , wordende echter hierbij 
stilzwijgend aangenomen , dat X eene onafgebroken functie zij 
tusschen de twee genoemde grenzen. 

Wij zullen nog doen opmerken, dat de waarde eener bepaalde 
integraal, genomen tusschen de grenzen x =z a en x = a'^ 
steeds onafhankelijk is van die, welke men aan de willekeurige 
standvastige C behoort te geven, indien de onbepaalde integraal 
aan eenige bijzondere voorwaarde moet voldoen. Immers; welke 
waarde C ook verkrijge , volgt altijd uit de vergelijking 

f Xdx = Fix) + C, 
voor X =z a jXdx = F(a)+C, 

en voor ar = a' JXdx = F{a')+C. 

Derhalve iXdx = F{a') — F{a). 

Ja 
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Men kao Tan de voorgaande notatie tevens gebrnik maken bij 
de aanwijzing van onbepaalde integralen. Zoodra namelijk de 
bovenste grens elke iivaarde, waarvoor x vatbaar is, kan verkrij- 
gen, heeft men 

^''Xdx = F(x) — F{a), 

welke integraal- waarde geheel onbepaald blijft, en eeniglijk aan 
de voorwaarde verbonden is, om voor o; z= a te verdwijnen. 
In het bijzonder geval van a = O, heeft men 

'Xdx = F{a) — F{0), 

zoo dat, bijaldien de fanctie F{s) van dien aard is dat zij tegelijk 
met ar verdwijnt, de voorgaande nitkomst herleid wordt tot 

Xdx = F (o;). 






Aldas vindt men 



i: 



i: 



'X 

e'dx = e* — e» , 



r 1 

S 5. Beschouwen wij thans eene bepaalde integraal ƒ Xdx geno> 

men tnsschen de grenzen Xq en Xn > en nemen wij een willekearig 
aantal tnsschen liggende waarden van x aan, te weten x^, x^j x^^ 
. . , Xn—i (zijnde j?i < d?, , j?, < ^3 enz.), zoodat het grensverschil 
x"* — Xq, hierdoor verdeeld wordt in n gelijke of ongelijke deelen 
Xi — Xq, x^ — Xi, . . . X» — Xn-h dan hebben wij ach ter volgens, 

pXdx = F[xy) — F{xo) , 
jJXdx = F{x^) — F{Xi) , 



xj 



Ja 



f Xdx — F{xj — F{x^^i), 

a-n— 1 

en hieruit bekomen wij voor de som dezer n afzonderlijke inte- 
gralen , 

t'Xdx -f. r^Xdx + t^Xdx . . . -H I Xdx = F{Xn) — F{xo) 

= f Xdx, . (4) 
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welke uitkomst aantoont, dat indien men het yerschil der grenzen, 
tasschen welke eene integraal moet genomen worden , in n deelei» 
Terdeelt, de waarde dezer integraal zaraengesteld is uit de som 
der afzonderlijke bepaalde integralen, welker grenzen overeen* 
komen met die der n tusschen liggende deel en. 
Nu is, volgens het betoogde in $ 51 (1* Deel) , 

("'Xdx =r'f[x)dx = F{x,)—F{x^) 

== F{x^+Xi — Xo)—F(s^) = (ar, — aro) {fM+iiiPt — ^ol) f 

waarin i een getal tusschen O en 1 beteekent, en f{x) onder- 
steld wordt hare continuiteit te behouden , tusschen de grenzen 
Xq en Xi. 

Men stelle verder 

zijnde eo cene grootheid, welke tegelijk met het verschil Xi — X(^ 
verdwijnt. Hierdoor verandert de eerste der voorgaande bepaalde^ 
integralen in 

I Xdx = isi — Xo) fi^o) + ^0 (^1 — *o)- 

Stellende nu insgelijks 

f{xi + t (ir, — ar,)) = /-(ar,) + e, , 

enz. enz» 

dan kan het voorste lid der vergel. (4), in de onderstelling, datr 
f{x) eene onafgebrokene functie zij tusschen de grenzen Xq en x» ,. 
thans onder dezen vorm worden geschreven •' 

(j-j — a?o) /{^o) + (a:, — art) /tar,) . , . +(a?« — a?»-i)f(^— i) 

-H(a:, — arQ)eo + (ar5 — arj) e, . : . +(^f» — a?„_i)e»_K 

De som der n laatste producten is blijkbaar grooter dan het 
product van Xn — ^Tq met den kleinsten onder al de factoren e©, 
ej, . . . e»_i, en kleiner dan het product van Xn — ^o ™©t ^^^ 
grootsten onder al die factoren. Men kan derhalve de bedoelde- 
som voorstellen door het product van x» — Xq met eene grootheid e, 
welker waarde tusschen den kleinsten en grootsten der genoemde- 
factoren invallende, uit dien hoofde eene middelbare genoemd wordl» 
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Door deze beschoawing neemt de verg. (4) thans de navolgende 
gedaante aan 

(2?, — jTo) A^o) + i^% — ^1) fi^i) •• 4- (^« — ^«-i) rt^*»-!) + {^n — aro)« 

= r'/ïi;)dj? : . (S^ 

Hoe grooter nn het aantal deelen n genomen wordt, hoe 
kleiner de waarde van elk der verschillen 4r| — 2^0, ^j— ra?i enz. 
en das ook die van elke der grootheden e^, e^, e, wordt, hetgeen 
met de middelbare of tasschenwaarde e evenzeer het geval moet 
zijn. Stelt men dan n =: eo , dat is, laat men al de opvolgende 
waarden van s tassehen jr^ en j^, met Qneindig kleine verschillen 
onafgebroken toenemen, 100 gaat het voorste lid van verg. (5) in 
eene oneindige reeks over, zaraengesteld uit termen, die elk in 
het bijzonder tot nul naderen , en waarvan de som tot limiet heeft 

de waarde der bepaalde integraal f **f[x)ds> En daar deze laatste 

J Xq * 

ook] voorgesteld kan worden door het product 

[Xn X^ f{Xo -hiiXn a^o)) . 

volgt hieruit^ dat de bedoelde limiet zich tevena laat uitdrukken 
door het product van het grensverschil jt» — xq met eene waarde van 
f{x)y die steeds begrepen is tusschen de kleinste en de grootste 
der waarden , welke die functie, te rekenen van ^ = or^ tot ir = ir^, op 
eene onafgebrokene wijze kan verkrijgen. Wij geraken hierdoor 
tot de navolgende voor de integraal -rekening gewigtige stelling. 

Indien j^^ 7i9 Yi* • • • Jnde waarden voorstellen^ welke eenige functie 
y = f(\) verkrijgt^ na daarin voor x aehtervolgens gesubstitueerd te 
hebben t^ , X| , . • . Xn » ^ deze functie tusschen de greneen Xo en Xa niet 
oneindig wordt^ tal de som der producten 

hij het aanhoudend verminderen der verschillen j waarmede men de 
%»aarden van x laat aangroeijen, meer en meer tot eene eindige limiet 

yd: 

eenkomt. 

Deze eigenschap onafhankelijk zijnde van de waarde der bovenste 
grens ^» , zoo blijkt hieruit tevens, dat zij eveneens geldt voor de 
onbepaalde integraal 

ydx, 



lx over' 



i:- 
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en dat niitsdieii elke integraal van dezen vorm Ie beschouwen is 
als de som van een oneindig aantal aan elkander slaitende diffe- 
rentiaal-producten of elementen ydx, aanvangende bij dat, hetwelk 
met X ■=. Xq overeenstemt, zoodat hierdoor de keuze van het 
aangenomen integraal-teeken behoorlijk geregtvaardigd wordt. 

S 6. Men zou tot de voorgaande uitkomst ook langs dezen meer 
eenvoudigen weg hebben kunnen geraken. 

Laten Fq» ^it ^29 ••• ^» de bijzondere waarden aanduiden, 

welke de onbepaalde integraal Y i^zjXdx == / f{x)dx achtervolgens 

voora?== Xj,, a?!, rTj, . • • 2?A verkrijgt, en AFo, AFj, . . . AFn-i 
de eindige verschillen tusschen die opvolgende waarden van F, 
dan heeft men blijkbaar, 

Yn= Fo + AFo + AF,. . .-hAYn-u 
waarvoor men ook schrijven mag 

^ ^ ATq . , AF, - , AF»-i 

F« — Fo= — ^Aa^oH ^A^i . . . +- Aarn-i, 

Aa?o Aa?i Ai?n-1 

Hoe grooter nu het aantal tusschenwaarden van xen van F geno- 
men wordt, des te kleiner \vorden de verschillen Ax en AF, waardoor 

de verhoudingen — -f — ~ • • •> meer en meer naderen tot de 

Ad?o A^i 
' dT 

waarden, welke het differentiaal-quotiënt -— voora?=:jrQ, ar„..Xi»-.i, 

dx 

verkrijgt. Het tweede lid der voorgaande vergelijking zal derhalve , 
bij het onbepaald toenemen van het aantal waarden van F, steeds 
tot dezelfde limiet naderen, namelijk F» — Yq. Derhalve 

F,— Fo = \Xdx = Km.}-:r-^dar, + .— idi,+ . . 
Js^ f dxo dxi 

of, omdat dY = Xdx = f(x}dx, 

I f{x)dx = limAf(x^)dxo + f{xt)cl^t • • • + f{Sn^i)dxn-i \ 

Door in deze reeks elk der factoren ({xq)^ f(x^ , . . met zijne 
differentiaal te vermeerderen, en alzoo ({xg) door /*(^|); flxi) door 
f(x^) enz. te vervangen, wordt hare som slechts met eene oneindig 
kleine van de eerste orde vermeerderd of verminderd , hetgeen in 
de waarde der limiet gecne verandering te weeg brengt. Men kan 
derhalve voor de laatste vergelijking even goed de volgende schrijven : 

f{x)dx =z Hm, |/(4ri)<f.To + f(^j)rfi^i ... +fi^n)dxn^i[ 



[Xn 
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Al het voorgaande is vatbaar, om ait de beschoawing der kromme 
lijnen op eene zeer voldoende wijze nader toegelicht en bevestigd 
te worden. 

S 7. Zij namelijk A M M' {fig, I) eene kromme tot yergelijking 
hebbende y zzz f(x)y en laat de vlakke inhoud ƒ, begrepen tus- 
schen een' willekeurigen boog AMj de beide coördinaten-bassen 
en de ordinaat MP van het uiteinde des hoogs, door eene zekere 
functie der abscis, F[x) voorgesteld worden. Elke aangroeijing 
PP' z=zt\x dezer abscis, zal eene overeenkomstige aangroeijing A/» 
in de figuur aangewezen door de ruimte PM M' P' y Ie weeg bren- 
gen. Stellende nu MP = y en Jf' P' = y', dan is die ruimte blijkbaar 
grooter dan yA^en kleiner dan y'A^. Zij kan dus gelijk gesteld worden 
aan den inhoud eens regthoeks, tot basis hebbende A^ en tot hoogte 
eene zekere ordinaat yj, overeenkomende met de abscis ar + fAa? 
(t een getal <( 1 zijnde), en gelegen tusschen de ordinaten y en y'. 
Wij hebben derhalve de vergelijking 

A/ = f{X'-\'i£^x)t^Xy 

of -— = f[x + %£^x). 

A^ ' 

Laat men nu A^ onbepaald afnemen, zoodat A/ind/en A^incTor 

overgaat , dan nadert de voorgaande verhouding tot het differentiaal- 

dl 
quotiënt —, en f[x + t'A^) tot hare limiet /(ar) , waabuit terstond volgt 

i^=/|:r), of il=f(s]dx, 
ax 



dus I = F{x) =z jf(x)dx. 



Deze onbepaalde integraal welke , omdat de inhoud I voor x=:zO 
verdwijnt , bij die waarde van x behoort aan te vangen , zal dus altijd 
den inhoud eener kromme voorstellen, welke y = f[x) tot verge- 
lijking heeft, en volgens de hier aangenomen wijze begrensd is. 
Daar die inhoud voor elke gegevene abscis x eene bepaalde waarde 
verkrijgt, welke te gelijk met deze laatste verandert, blijkt hieruit 
reeds dat er altijd eene eindige functie F(x) bestaat, welke gediffe- 
rentieerd zijnde, "eene gegevene differentiaal f{x)dx oplevert. 

In onze figuur is ondersteld , dat de ordinaten tusschen de abscissen 
O en a; onafgebroken toenemen. De voorgaande redenering onder- 
gaat echter geene verandering , bijaldien die ordinaten integendeel 
afnemende zijn, en zulks zoude evenzeer het geval blijven, indiende 
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kromme eenen kronkelendeQ rorra had, zoo als in fig. (2), dewijl 
men altijd de aangroeijing PP' klein genoeg kan nemen, opdat de 
ordinaten y en y\ welke de ruimte A/ begrenzen, onafgebroken 
toe- of afnemen. Wil men den inhoud / doen aanvangen bij eenige 
ordinaat mp (fig, 1 en 2), behoorende tot deabscis j; n: a, dan zal 
de inhoud van het stuk mMPp aangewezen worden door 

I = jlt{^)dx = F{x)— F{a). 

Is nu F (ai) van dien aard , dat zij voor a? = O verdwijnt , en telt 
men den inhoud der kromme van de as OF af , dan zullen jP(^] en F{a) 
de inhouden AMPO en AmpO voorstellen. Zoo lang men echter 
geheel onbepaald laat, tnsschen welke ordinaten de inhoud begre- 
pen is , zal de waarde van I behooren aangewezen worden door de 
volledige integraal 

jyda: = F(a?)-HC. 

Beschouwen wij het gedeelte van den kromlijnigen inhoud, dat 
begrensd is door de ordinaten fiiopo, mp {fig. 3} behoorende tot de 
abscissen Sq en Xn dan is het duidelijk , dat die inbond I zal uit- 
gedrukt worden door de bepaalde integraal 






f{w)dx» 



Nemen wij thans een willekeurig aantal abscissen ssi^ x^^ Xi . . . 
tnsschen rro en Xnj en trekken wij door hare uiteinden p^ p% • • • 
de ordinaten yi, y,, y, • • . in de figuur aangewezen door mip^, 
sTtjPs, mj^, . . . Hierdoor zal de inhoud / in even zoo vele onder- 
deden verdeeld zijn als het abscissen-verschil Xn — Xq, Het zij men 
de verschillen Xi — iTo, x^ — x^ enz. gelijk of ongelijk neme, en 
'dus X gelijkmatig of ongelijkmatig doe aangroeijen, altijd zal de 
inhoud I begrepen zijn tusschen de sommen S eu S' der in- en 
omgeschreven regthoeken ,.welke in de figuur gevormd worden door 
uit elk punt m lijnen evenwijdig aan de as der abscissen te trekken 
tot op de snijding van twee naburige ordinaten. 

Men heeft alzoo ƒ )5» en <5'. Voorts 

5'= yi(^i — ^o) + yj(^i — ^i) . • . -^-yjopn — xn-i). 

I 

Hoe digter nu de punten fiio, nii, w^-. . . bij elkander genomen 
worden, hoe minder de sommen S en S* van elkander in waarde 
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zullen verschillen, en niets belet het aantal deelen van den afstand 
PqP of 4F« — iTQ zco groot te nemen, dat het verschil S' — 5 kleiner 
worde dan de kleinst te geven grootheid. De limiet waartoe die 
beide sommen, bij aanhoadende vermeerdering van het aantal ter- 
men, gelijktijdig naderen, zal das juist de waarde der integraal 

I f{x)dig of van den kromlijnigen inhoud m^^mppQ voorstellen. 

Men kan zich wijders op de kromme ergens een punt n denken, 
zoodanig gelegen , dat de genoemde inhoud overeenkome met dien 
van den regthoek, welke p^p tot basis en de ordinaat nq tot 
hoogte heeft. Deze laatste lijn, waarvan de grootte begrepen is 
tusschen de kleinste en grootste waarden , welke f{x) van s := Sq 
tot xi=iXn kan verkrijgen, laat zich uitdrukken door f{xQ+i{xn — ^o)) 
zoodat wr}, even als in $ 5, mogen stellen 

'f(x) ds =: {xn — So) /"(a-o + t {Xn — Xo)) . 

In het bijzonder geval , waarin de grens-ordinaten y^ , y«, » van 
tegenovergestelde teekens zijn, en de kromme dus de as der 
abscissen snijdt in eenig punt p' (fig. A) , gelegen tusschen p^enp, 
zal men de waarde der integraal kunnen bepalen , cerstelijk voor 
het gedeelte tusschen de grenzen Xq en ^', welke laatste tot het 
snijpunt p' behoort , en vervolgens voor het andere gedeelte tus- 
schen de grenzen x' en x^. De som der beide afzonderlijke inte- 
gralen zal alsdan de waarde der gezochte integraal opleveren. 
Daar echter de ordinaat y in dit laatste gedeelte der kromme 
eene negatieve waarde verkrijgt, en de inhoud alzoo uit negatieve 
elementen zamengesteld is, zal ook het tweede gedeelte der 
integraal als negatief behooren in rekening te komen. Mogt dan 
de waarde eener bepaalde integraal soms nul worden , zoo zou zulks 
aanduiden, dat de beide deelen der kromme aan verschillende 
zijden van de as der abscissen gelegen , gelijken inhoud hadden. 

Het kan gebeuren , dat f{x) voor eene w«iarde van x tusschen die 
der beide grenzen gelegen , oneindig groot worde. De voorgaande 
beschouwingen, waarbij de continuïteit dezer functie ondersteld 
wordt, houden alsdan op van toepassing te zijn. Het hulpmiddel, 
waarvan men zich in dat geval bedient , zal later, bij de afzon- 
derlijke behandeling van de theorie der bepaalde integralen^ 
opzettelijk verklaard worden. 

S 8. Uit al het voorgaande heeft men reeds moeten inzien, voor 
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welke nuttige toepassing de integraal-rekening vatbaar is, bij bet 
bepalen van den inbond der verschillende kromme lijnen, welke 
in wiskundige beschouwingen kunnen voorkomen. Zoodra de ver- 
gelijking eener kromme bekend is, zal de waarde der integraal 

jydx de grootte van den inhoud voor elke gegevene abscis doen 

kennen. Ofschoon deze toepassing tot onderwerp van latere be- 
handeling bestemd blijft, zal het echter niet ondienstig zijn, reeds 
nu door een eqkel voorbeeld het gewigtige daarvan te doen uitko- 
men. Laat namelijk de inhoud eener parabolische ruimte OPM 
{fig. 5) gevraagd worden. Hier is y* = pj?. Men heeft diensvolgens 

ƒ/• 1 2 s 2 

ydx = Vpj^'^dx z=-]/p. w^+C = rary + C. 

Om den inhoud bij het punt O te doen aanvangen , zal de stand- 
vastige C hier moeten vervallen, als zijnde J = O, voor a? = Ó. 
De verkregene uitkomst leert ons mitsdien , dat de inhoud OMP bij 
de gewone parabool twee derden bedraagt van dien des omgeschre- 
ven regthoeks OMPN^ zoodat die regthoek door den boog OP in 
twee deelen verdeeld .wordt, welke tot elkander staan als 1 tot 2. 
Kon men nu voor elke willekeurige functie f{x) de waarde van 

\f{x)dx altijd even gemakkelijk, als in het voorgaande voorbeeld, 

vinden, men zou hierdoor tevens het middel in handen hebben 
den inhoud van elke gegevene kromme spoedig te bepalen. 
Dit is nogtans in geenen deele het geval. De aard der functie 
f{x)y die zich onder het integraal- teeken bevindt, kan dikwerf 
zoodanig zamengesteld zijn, dat hare integratie bijzondere hulp- 
middelen en kunstgrepen vordert, waarbij men niet altijd, even 
als bij de differentiaal-rekening plaats heeft , naar bepaalde regels 
of voorschriften kan te werk gaan. In vele gevallen wórdt het 
zelfs, zonder het invoeren van bijzondere transcendentale functiën, 
onmogelijk de gezochte integraal onder een' eindigen vorm uit te 
drukken, zoodat men genoodzaakt is tot oneindige reeksen zijne 
toevlugt te nemen. Het is eeniglijk door veelvuldige 'oefening, 
dat men de vaardigheid verkrijgen kan, om spoedig eene geschikte 
keuze te doen onder de verschillende hulpmiddelen, welke ons bij 
het integreren ten dienste staan. Alvorens dan eenige der veelom- 
vattende tóepassingen der integraal-rekening te doen kennen, be- 
hooren wij vooraf de bijzondere methoden of leerwijzen te verklaren, 
waïtrvan men zich bij de integratie der verschillende soorten van 
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algebraïsche en transcendentale fanctiën kan bedienen, en waar- 
door men met de moeijelijkheden , aan dat gedeelte der wiskundige 
analfsis verbonden, meer van nabij zal bekend worden. 

Tot eene geleidelijke behandeling Tan het onderwerp wordt 
gevorderd , dat wij met xoodanige fanctiën een' aanvang maken, 
waarbij de regels der differentiaal-rekening gemakkelijk bij omkee- 
ring, hetzij reglstreeks, hetzij door middel van substitotiën, kunnen 
toegepast worden, en waarvan in § 3 reeds enkele voorbeelden 
zijn medegedeeld. Ten einde hierbij van de gewone en nataur- 
lijke volgorde niet af te wijken, zallen wij met de rationale diffe- 
rentiaal fanctiën aanvangen, en vervolgens tot de transcendentale 
overgaan. 
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Integratie der geheele en gebrokene rationale functiên, 

§ 9. Le integraal formule 

n+1 
waarin n een' standvastigea exponent beteekent, laat zich onmid- 
<lelijk afleiden uit de differentiaal-vergelijking 

d.ar* = mar"*"** dar, 

gevende fl?** ï= tw/^"*~*dj;, 

"of , na verandering van m in n-f- 1 , 

0?*-»-*= (n+l)fa?"dar, 



dus 






waarbij men nog de standvastige C behoort te voegen. 

Deze algeroeene formule strekt tot grondslag bij het integreren 
van alle mogelijke geheele rationale algebraïsche functiên, dewijl 
deze, zoo als ligt in te zien is, bij ontwikkeling altijd uit termen 
bestaan van den vorm Axi^ , 

Zij bijv. de differentiaal -functie 

dy = (a -{- hx^ + cx^ + dx*" H- . . .)dXj 

dan geeft de form. (1) op elk dezer afzonderlijke termen toegepast 
(S 3), terstond, 

y = C + ax'\ — -H — -H 7-7"+"- • • 

in-J- 1 n + 1 r + 1 

Dezelfde formule is tevens geldig voor negatieve waarden van ti, 
zoodat wij, na verandering van n in — n, onmiddelijk verkrijgen 

4-C (2) 



rdte _ 



Het geval van n = — 1 schijnt hier eene uitzondering te ma- 
ken, vermits de uitkomst dezer substitutie in formule (1) alsdan 
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dx 

ooeindig; wordt, terwijl intusschen uit de verg. d, l{x) = — , volgt 

J X 

Schrijft men echter die algeraeene formale onder den Torni 



ƒ■ 
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waarin a eene willekeurige doch standvastige waarde heeft, dan 

neemt zij » voor n = -^^ 1, den onbepaalden vorm - aan , waarvan 

de waarde, volgens den regel ran $ 43 (!• Deel) , gevonden wordt 
door teller en noemer van het gebroken 

n+l ' 
ten opzigte van n te differentiëren, als wanneer men verkrijgt 

a?**+i \[x) — a*4-i l{a). 
Hierin n = — 1 stellende, komt er, zoo als behoort, 

\^ = l{x)—\{a)+C=l{x)^C (3) 

dewijl de terra — \[a) in de algemeene standvastige C kan worden 
begrepen. 
De differentiaal-functie 

* / ^ <?.d «.. N, 

dy =: (a + -— -i + --, — -;+enz.j(fdr, 

X X* X* x* / 

heeft dus , met toepassing der formules (2) en (3) , tot integraal 

Zij gegeven 

dy = (a + 6d? + cx^ + dx^ +..•)* c/x , 

zoo ontwikkele men de differentiaal-functie, voor elke gegevene 
waarde van n, in eene reeks volgens de opklimmende magten 
van X, De integratie wordt hierdoor teruggebragt tot die eener som 
Tan termen van den vorm Ax^^dx, en kan dus wederom met behalp 
der form. (1) verrigt worden. 

§ 10. Indien wij in deze laatste, zoo mede in de form. (2) en 
(3), voor X substitueren X z= f(x) , dan nemen zij deze meer 
algemeene vormen aan : 

jX'dX = j{fix))'ftM dx = — L^ (rta;))"+»+ c, 



^ 
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fi^ — fr,w«to i_ 1 p 

waarin eene menigte andere integpraal-Tormen opgesloten liggen. 
Zij biJT. f {a + hx'^)'^ x^-^ds , 

dan heeft men , stellende a + 60?* = X , 

dX = i»i6iF"»-Md;, dus ar'»— ^dac = — dX, 

ni6 



en 



J ^^ J m6(n+l) 



(0 + 5^;"*)*+* 

in6(n+lj 

Van de voorgaande handelwijze, strekkende om samengestelde tot 
meer eenvoadige en bekende integraal-vormen terog te brengen , 
en welke men gewoon is integratie bij substitutie te noemen, wordt 
in de integraal-rekening veelvuldige toepassing gemaakt. Zie hier 
eenige andere voorbeelden , die voor eene gelijksoortige behandeling 
vatbaar zijn, en waarvan wij slechts de uitkomsten mededeelen, 
ten einde den lezer stof tot eigene oefening te geven. 

1. f(a» + i?»)»ards = i(a> + a?*)*-f-C. 

j(a — x)* a — X 

J(a«-f-a?»)» 3(n_l)•(a»-^a?»)— 1^ 

4. fJfL^ = l{a + x)+C. 

5. {JfL- = i(-L_) + c. 

Ja — X ^a — x^ 

6. f ^^^.,=ha^ + x^) + C. 
Ja^ + x^ ^ 



7. mw."* <p COS. fpd<p -=. — ^ m.** +* ^ -f- C 



m+l 



II. 
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'f sin. <p dfp 



9. 
10 



^^— ^ = — Hcos. 9)) + C == l{8ec. <p) 4- C. 

COS. ^ 

J X n+1 



S 11. De integraal 

x'^dx 



h 



''^ - "': «. 



waarin n en m geheele positieve of negatieve getallen yoorstellen , 
laat zich insgelijks door sabstitatie tot een' der vormen (1), (2], (3) 
terugbrengeii. Te dien einde stelle men wederom a + bx = X , 

dan volgt hierait 

X—a ^ dX 

s =r , en dx 1= - — , 

waardoor de gegevene integraal overgaat in 

Door nu den teller van dat differentiaal-gebroken naar de afda- 
lende magten van X te ontwikkelen , bekomt men eene rij termen 

van de vormen AXFdX en A—, die elk afzonderlijk volgens de 
aangehaalde formales te integreren zijn. 
Men stelle bijv. m = 3, dan komt er 
[{X—afdX fdX o f^^_ioiM^ tf^^ 

Derhalve 
x^dx txHx 



ƒ' xMx tx^dx 



1(1 3a ^as 



b^l (n-4)X— 4 (n — SjX-^ (n — 2)X— 2 (n_l)X»-i 
waarin aan den exponent n ook willekeurige waarden kunnen 
gegeven worden. 
Voor n = 4, wordt 

Op gelijke wijze zal men vinden ■* 



ƒ< 



x*tls 1 ( 1 . 2a a* i 



+ 



Ji 



(0 + 6*)» 6»|. 6JC« ' 7Z» BJ»V 
x^ix 1 ( 1 2o 6a* a* o» ) 



(a+6x)'» d« I 5JS ^ 3J« 7JP ^ 2Z» 9JP| 



De vorm ff-^^ =-) da; 



TWEEDE LES. 19 

a + bx 



is Toor gelijlce behandeling vatbaar. Door namelijk A + Bs =z X 

te stellen, komt er 

X—A . j^ dX ' ^ aB — hA+hX 
a? = — - — , dus 03? = -— , en a + bs =z ~ . 

Derhalve • 

= F + ï + r-^)'m. 

of, wanneer men den eersten term in de bij te voegen willekeurige 
standvastige begrijpt, 

welke uitkomst men ook regtstreeks had kunnen verkrijgen, door 

het gebroken 

a + 6ar 

A + Bx' 

te schrijven onder den vorm 

b , aB — bA 



ƒ- 



B B{A-hBa;y 
waardoor de gegevene integraal in twee andere gesplitst wordt , die 
elk afzonderlijk gemakkelijk te bepalen zijn. 
In het geval van 6 = 0, komt er 

= ^ïU + iri?) (5) 



ƒ: 



AH-Bx B 
en voor a = O , 



ƒ: 



bxdx ^^_^^^^^s^) (g) 



A +Ba; B B^ 
§12. Behandelen wij thans de integralen begrepen in de vormen 

J a-±2bx^ Ja + bx^cx^ 

waarin de noemer van het gebroken tot de tweede raagt der ver- 
anderlijke grootheid opklimt. 

De eerste laat zich in de twee volgende splitsen , 
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dx 



In de onderstelling dat a en ( beide positief sijn, kan /- 



spoedig tot de bekende integraal 

dy 



h 



Btg.y, 



1+y* 

ternggebragt worden. Te dien einde stelle men 



a 



i&a?* = ay^f dus a = yV-rr 



b 



a 
en o? = l^-dy. 

Hierdoor gaat de gegeven integraal over in 
ia(y*+l) V^ai&jl+y* Vab 



h 



^^ - ^J-Btg.svt (1) 

i»l l/n h n 



Deze uitkomst toont van zelf aan , dat zij op het geval dat <i en & 
ongelijke teekens hebben , niet van toepassing te maken is , zonder 
een' onbestaanbaren vorm aan te nemen, die echter, 200 als straks 
blijken zal, eene bestaanbare waarde voorstelt. 
Dezelfde substitutie verrigtende in de integraal 

t da; 
Ja — 6j?** 
dan verandert zij in 

Vabjl—y^' 
Nu i» door ontbinding 

l_y» — 8|l + y 1— y) 

Derhalve 

[_dy_ _ 1 f dy 1 f dy 

Jl_yt — 2Jn_y-*-8Jl_y 

= ^0a + y)-i(i-y)}=2'(}^). 

en hierin voor y hare waarde xV- in de plaats stellende, komt er 



ƒ. 



Va +xVb 



Wa—xVb/ • • • • V; 



a — l,x* 2Vab Wa — xVb 

De overeenstemming tusschen deze uitkomst en de vorige, nadat 
daarin b door —b vervangen is, laat zich uit het bekende verband 
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tusschen de goniometrische en de logarithmiscue fanctiën onmid- 
dellijk afleiden. Immers , volgens het betoogde in $ 258 der hoogere 
Algebra, is 

vrelke vergelijking , na voor ar, xV geschreven te hebben, over- 
gaat in ^ h 



«•"'-. = 27=1 '(r—i) 



of ~ rrBtg.sV = 5H-7— ^- TT/f 

dos "- — -5<tf. xV = :r— -r H \ )- 

l/— aft * a 2v'^a6 Va— j?|/6^ 



/i 



Wat de integraal 

xdx 

betreft, deze verandert» na sabstitatie van X voor a + ha^, in 

2bJ X 2b^^^ 
Aldus verkrijgen wij , na vereeniging der voorgaande uitkomsten 

[[J^^±Bx)^ _ A tg.xV- -H — l{a+hx^) + C. . (3) 
J a+bx* Vab o 26 ' ^ ' 

Hierin zijn als bijzondere gevallen opgesloten de navolgende inte- 

gralen 

dx 1 _^ X 
.^ — -S*9'--+C 5) 



ƒ; 

/^=ï^(-* + ^'J+'^ .... .(6) 

f-Al=F'(^ + ^ .... .(7) 
ja^ — a?* 2a Va — x{ ^ ' 

ƒ xdx 1 w 1 \ ^ 
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De meer algemeene integraal 

A+ Bx 



h 



rdXy 



a -+- bx -{- ca^ 
insgelijks splitsende in de twee volgende 

A f—Jl + B f '^' , 

Ja + ox-jrcs^ ja + bx + cx^ 

zoo kannen wij de eerste gemakkelijk uit de faiervoreo gevonden inte- 
gralen (5) en (7) afleiden. 
Wij hebben namelijk 

f ^^ =kc{ ^-^ =4cf ^ 

Ja-\'hx + cx^ J4ac -h46cs+ 4c*d?* J(2car + 6)*+ 4ac— 6*' 

Hier kannen zich thans twee verschillende gevallen voordoen» 

te weten 

4ac < 6* en 4ae y 5*, 

overeenkomende met het al of niet bestaanbaar zijn der factoren van 
den tweeden-magtsvorm a-^-hx-^-ex^. 
In het eerste geval heeft men, stellende 

h + 2cx = y en 6* — 4ac :^ a*, 

Ja-{-bx + cx^ jy^ — a* a ^-f-a^ 

1 ib-^V(b*—Uc)'i-2cx 

~ v^(^i_4ac) U-|-V{A» — 4ac) + 2ci? 

das ook, indien c het negatieve teeken verkrijgt, 

f dar _ 1 { b — V(b^+\ac)—2cx \ 

ja + hx —ex^ V(b^ +4ac) ' b -f- V{b^ -H ^ac) — 2cjr ' * 

In het tweede geval heeft men, door Aae — b* = a> en 6-|-2car = y 
te stellen, 

f ^f = 2 /• ''y = 2 j,,^. y 

_ 2 i& + 2cx 

~ V(Aae -r Z»«) ^' v^(4ac — 6») " * ^ ' 

Men kan de eerste dezer integralen ook regtstreeks, en zonder 
voorafgaande herleiding tot form. (7), aldas verkrijgen. 

De noemer in bestaanbare factoren kannende ontbonden worden , 
zoo stelle men 

a -f- i&a: + ca?^ = {p + xyc)[q + xVc), 



(») 
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waaruit Tolgt ter bepaling van p en 9, 

pq = a, (p + g)v/c = 6, 



das 



1 .6 — v/(6J_4ac)v 1 ,«» + l/(6» — 4a<r). 

^=2! ^. )' ^=ïï( iTÏ )• 



2 V Vc f ^ 2 V >/c 

Nu is 

^ éx t dx 

a-^bx+cx^ J{p + xVc) [q + xVc) 

• 1 ifdx r dx . I if2lhf}^\ 

^ — p^Jp + ^Vc Jq + xVc^ iq — p)Vo yq+xVe^ 

welke nitkorast, na substitutie der waarden van p en 9, bevonden 
zal worden ipet de voorgaande geheel overeen te stemmen. 

T-— — - te bepalen. 

Schrijven wij deze integraal onder den vorm 

1 r{b -h 2cx — b) dx ^ J_ rd{a + bx + cx*) b^C dx 

2c } a + 64? + cx^ 2e j o -f- Aa? + cx^ 2r Ja + fc* + cx^ 

= TT l{(i'i' bx + CX^) |- 

2cjG 



2c 2cja + bx+cx^* 

dan blijkt hieruit, dat hare bepaling afhankelijk is van de waarde 
der reeds hiervoren in twee bijzondere onderstellingen gevonden 
integraal* 

Op die wijze bekomen wij alzoo 

^U + Bx)dx f . Bby, f dx ^„ . X . ,x 

a^bx+cx^ ^ 2c^ Ja+bx+cx^ 2o ' 

Derhalve , in het geval van \ac ^ h^ , 

t[A-^Bx)dx 2cA — bB t b — \/(b^ — Aac}-+'2ex % 

Ja4-6a?4-C4?» ~ 2ci/(ft*— 4ac) ( b + 1/(6* — 4ac) + 2cx ] 

^Z-l{a + bx+cx^) + C . . (Ï2) 
2c 

en in het geval van iacyb^^ 

iA+JBx)dx 2cA — bB _ b+2cx 

B tg. 



ƒ. 



a + bx+cx* cViAac — 6*) i/(4ac — 6*) 



v^ l{a+bx + cx^)-h€ . • (13) 
2e 
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Indien men de stand?astige bij elk deser integraloi gevoegd, 
zoodanig bepalen wil » dat de waarde van elke integraal te gelijk met 
X verdwijnt y dan wordt voor de eerste 

_ 2BA-bB U-n/(y-4ac) | B 

— 2*1/(6»— 4ac) U — 1/(6» — 4a«)j 2e ^ '' 

en voor de tweede 

_ 2eA-bB h B 

~ ci/{Aae — 6*) ^* V{Aae — 6») 2e ^ ^' 

waardoor men, na sabstitatie en herleiding zal vinden, in het geval 
Tan 4ac<6*. 

ƒ (i+ ga?) dar _ 2eA — bB i2a — {b+Vb^ — Aac) x 
a+fta?+ca?* 7" 2cv^{6*— 4ac) ba +(6 — 1/{6»— loc)) a? 

+ |,(^±i^). . .(,4) 

en , in het geval van kac ^ &^ , 

f{A + Bx)(kx 2eA—bB xVHae — ft>) 

•^&'( ïï ^ • -^^^^ 

Stellende in f orra. (12), c = l,ena + ft:p4-^* = Ö>+^)(ï+*)f 
dan Tolgt hieruit . 

a = pg, 6=p+5, dos 1/(6* — 4ac) = p — g, 

5 (5 + l/(6« — -*ac)) = p, i (6_v/(6« — 4ac)) = q, en 

r (il+Ba7)da? 2A — (p + q)B ^q 4- x\ 

J{p + ^){9 + ^) ~ 2(p — q) ^p + xf 

+ lBl.{x'{-'p){^ + q) + C . . (16) 

Stelt men inform.(]3),e = l,en a-hbx + cx^ = {4?+o)»-HiJ» 
dus a = a»4-/3*, ft = 2a,y{iae — 6*) == 2i3 , dan verandert zij in 



Ji 



Hen had de voorgaande uitkomsten ook regtstreeks kunnen be- 
komen, door het gebroken ; 77 te ontbinden in twee andere 

\P'hx){q + X) 

A-hBx 

tot noemers hebbende p + a? en 9 + ar ; en het gebroken . .^\%^m 
in de twee navolgende 
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A—Ba B(^ -I- g) 

en hierna de integratie Tan elk dezer gebrokens afzonderlijk door de 
methode van snbstitatie te verrigten* Deze bewerking zij den lezer 
ter oefening overgelaten. 

$13. Behalve de beide handelwijzen , waarvan wij ons tot das 
verre bedienden, te weten die van substitutie en van ontbinding » 
bestaat er nog eene derde, welke van uitgestrekte toepassing is in 
de integraal-rekening, en hoofdzakelijk ten doel heeft om de 
integratie eener gegevene zamengestelde functie afhankelijk te 
maken van die eener andere functie, welke gemakkelijker te inte- 
greren is. Deze handelwijze, genaamd integratie hi§ gedeelten^ is 
gegrond op de differentiaal -vergelijking , 

d. uv = vdtt + udv, 
gevende 

1117 = jvdu+ judv, 
waaruit onmiddell^k afgeleid wordt 

judv = ut? — Jvdu (1) 

zoodat het integreren van het product udo, waarin u en v func- 
tiën eener derde veranderlijke s kunnen voorstellen, terug ge- 
bragt wordt tot dat van het product vdu. De vergelijking (1) draagt 
tevens de benaming van herlHdings-formule, 

Zie hier eenige eenvoudige voorbeelden waaruit het voordeel, in 
deze methode van integratie gelegen, dadelijk zal kunnen blijken. 

1^. jxeo8,xdx = jx,di\n.s. 

Hier is u = jt. t? r= $in.x. Derhalve 

KT cos, xdx == X iinjD — (sin. xdx = x iin.x + ea, x+C, 

2*. fx sin. xdx = — fx.deos,x 

= — XCOS.X+ jcos.xdx = — a?co#.a? + itji.a:4-C 

3«. jxe'dx = fx.de' 

= xi* —fe'dx = xe^ff = (ar— l)c* + C. 
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Js'^hin.xds = — J x'^-Kdcos.x 
dus •' 

Op die wijze den exponent m telkens met 2 yerrainderende , zal 
men eindelijk neerkomen op jcos.xdx of op jxcos.xdx^ naar datn» 

een even of een oneven getal is; welke laatste integraal reeds hier- 
Toren gevonden is. 

Bij de toepassing dezer methode is het niet onyerschillig op welke 
wijze de splitsing der differentiaal-functie Xdx in de factoren u en 
dv geschiedt. Eene verkeerde keuze dezer twee factoren zoude soms^ 
de integratie moeijelijker in plaats van gemakkelijker kunnen ma- 
ken. Had men bijv. in het bepalen van jxcot.sdXf eos.x = u en 
adx = dv gesteld, zoude men de volgende uitkomst verkrijgen; 

XC08. xdx = lco$x,d. — := '•Txho8,x+ - lx^sin,xdx • 

waarin de laatste integraal blijkbaar van meer zamengestelde» 
aard dan de oorspronkelijke is. 
$14. Beschouwen wij' thans de integraal 

/{A+Bx)dx 

waarin de exponent n een geheel positief getal voorstelt; zijnde het 
bijzonder geval van n = 1 reeds vroeger behandeld (§ 12).- 
Wij kunnen de voorgestelde integraal wederom aldus splitsen 

/ B(x + a)dx r {A — Ba)dx 

Door (a? + a)*+^* = y te stellen, verandert de eerste in 

£/%_ B J. _B !_ 

2Jy ~""2(n— 1)' y— 1 — ~ 2(n— 1) ((i; + a)*- 



Om de waarde der tweede te bekomen , stelle men 

47 + =: )9t/, dus (fa? i=i/9rfy, 



1 
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f ds \ e dy 

]{{x+a)^^P^y =J2^ lü + y^y 



J\» 



^dx A — Ba f dy 

((^_a)«+/9«)» - -p^ lïï+V) 

zoodat nu silles op het vinden dezer laatste integraal neerkomt. 
Daartoe schryve men baar onder dezen vorm 

f ^y — [_Jy__ — r_i%_ (1) 

Op de tweede integraal na de herleidings-formule ran toepassing 
makende, stelle men u z=: y en dv =z --^- — -- , 

dus V = — jjjji-j.^. ^^\^,^,^^ , waardoor men verkrijgt 

ƒ' y^^y 1 y 1 r dy 

en dus, na substitutie in (1) 

f dy 1_ y 2n— 3 r__dy__ (2) 

j(l +yi)n — 2(n— 1) • (H-y*)«-i + 2(n— 1) j(l + y*)""^ 

Hierin n door n — 1 vervangende, komt er 

f dy 1__ y 2n— 5 [_Jy__ 

j(H-y>)»-i — 2(n— 2) • (l + y*)-a "*" 2(n— 2)'j(l ^yT" 

Op die wijze voortgaande, zal men, door acbtereen volgende ver- 

ten 

laatste doen afhangen van 

zoodat men uit (2) deze algemeene formule kan afleiden. 

r__^_ L_ __y fn_2!!i:?(i_H,») 

J(l + y*)" ~ 2n— 2 (1 + y')»-» ( 2n— 4 ' ' 

(2«-33(2n-5) (2n-3)(2n-5) . .5.3 j 

^(2n— 4)(2n— 6)^^^^ •••^(2m— 4)(2n-6) . . 4.2 ^ ^^ ' S 

• (2n-3) (2«-5) . -3.1 ... (3) 

+ (2n— 2) (2n— 4) . . 4.2 »• » "^ ^ • • • W 

Stellende hierin achterrolgens n = 2, 3, 4, 5 enz., zoo verkrijgen 
wij de navolgende uitkomsten. 



2 



!-. 



28 INTEGRAAL-REKENING. 

/ dy 1 y 3 y 3 

(1 + y*)» — 4 (1 4-y«)« + 2.* l + y» "*" 2.* ^'y* 
ƒ' • <>y I_ y 5 y 1.3.5 y 

(l+y*)* "~ 6(H-y»)»-*:4.6 (H-y»)« "*" 2.4.6 I +y« 

1.3.5 „, 

+2:i6*^-»- 

f dy * y .^ y .S.7 y 

J(l +y»)» ~ 8 (l + y»)» + 6.8 (1 + y»)» "*" 4.6.8 * (l+y»)» 

1.3.5.71 y ^ 1.3.5.7 
-^ 2.4.6.8 ï+^ï + 2X6:8 " *^'^' 
enz. enz* 

Schrijft men thans in de lorm. (2) voor y hare waarde — ^— , dan 

p 
koml er, naeene ligte herleidinj^, en stellende kortheidshalve 

Wij bekomen i^Izoo, door sabstitatie dezer uitdrukking in de 
formule , 

Toor de gezochte integraal , 

A'hBx)dx _ (A—Ba)x +^a— J?(a» + iS») 1 



i" 



(2fi— 3) (il— Ba) f ds 



(2n-3) Ql-lla) r ito 
Stellende nog 

dus « = ^«, a«+i9> = 5, ^>=i*i::?!, 

dan yerandert de formule (5) in 

ƒ' (A ■+- Bx)dx _ [2A—aB)x + Aa—%Bb 

. (2ii^)(2^-^J) f Ito 
+ (n_l)(4ó-^«) /I5^ • W 

waaruit men, voor A = O en B =; O, achtervolgens vindt, 
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J{x*+ax+b)'~ (n—l) {Ab—a*)l JT"-» "^^ >"JX'-f'' 

/(,,+a, + «)- = (n-l) (4fi-^«) i V^ -*-2(2'^ifl^ j- • W 

welke drie laatste nitkomsten evenzeer gelden, hetzij de eerste 
magts-factoren van den drieledigen vorm w^ +aa; + B al dan niet 
bestaanbaar zijn. 

Zie hier een voorbeeld ter toepassing dezer formules. Laat ge- 
vraagd worden : 

Hier ia A = 2, B = 3, a =z —8, > = 6, U — a* = — M. 
2ii— aJ? = 28, Aa — lBh = — 52; dos volgens formale (6), 

ƒ' [2 + 3x)dx _ l^ 13 — 7 ar 21 t dx 

(ar>— 8a;H-6)» ~ 20 (a?*— Sx-J-B)» 20 j(a?«— 8 a?4-6)>* 

■ 

Ter bepaling dezer laatste integraal , heeft men , met behalp van 
formale (8), 

ƒdx l X — 4 Ir dx 

(aj>_8a? + 6)> ~ 20 j?»— 8^7 + 6 ~ 2ÖJa;»— 8ar + 6* 

De factoren van x* — 8 d; + 6 bestaanbaar zijnde , zoo geeft for- 
mule (9) (S 12), welke hier van toepassing is, 



h 



dx 1 ,fX — 4—1/10 



/ 



V-F— 4-1-1/10/ 



li 



j.j_8d? + 6 2K10 Va._4-f.v/10 

« 

Ha achtervolgende substitutiën, bekomt men 

(2 + 3«)dd? _ J 13 — 7a? 21 ar — 4 



(j;j_8af4.e)> 20 (j?«— 8ar + 6)> 400 a;*— 8a?4-6 

21 / dp — 4— y/lO x 
"^"OOOv'lO "ar— 4+1/10/* 

Merken wij nog op dat de formule (6) tevens strekken kan ter 
bepaling der meer algemeene integraal 

{A + Bx) dx 



h 



1 c U + Bx)dx 



Immers, schrijvende deze under den vorm -;; \~ — ^ ^ 

^J(-+~a?+a:*r 
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zoo blgkl hierait , dat men in de aangehaalde fonnale slechts a en 5 

Q IJl 

door — en - zal hebhen te vervangen, en de uitkomst vervolgens 

door Y^ te deelen. De bedoelde integraal wordt alsdan afhankelijk 
gemaakt van 

ƒ da? 

(a + /?a? + t'j:»)*-! ' 

vraarin de exponent van den noemer, roet behalp van formnle (8), 
achtervolgens roet de eenheid kan verminderd virorden. Voor alle 

geheele positieve waarden van n zal das ƒ ^-- — terne te 

\ ^ f ds /fa+/?x+ya«)* ^ 

brengen zijn tot / — --, welke wij reeds hiervoren ($ 12), in 

de tweeledige onderstelling van fi^yiaj' en ^9' ^ 4 a/^, hebben leeren 
bepalen. 
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Integratie van gebroken rationale functiên. 

(Vervolg der voorgaande les,)- 

. 'S 15. De gebroken differentiaal- f unctiën , met welker integratie 
wij ons tot das verre hebben bezig gehouden, hadden eeoiglijk 
tot noemers uitdrukkingen van een' der beide vormen (aa?+^)* 
of {oLx^ + i?^ + y")" . Veronderstellen wij thans , dat men te integre- 
ren hebbè een gebroken van den vorm ■ , waarin X en X' elk 

een willekeurig rationaal polynonium, afhankelijk van de veran- 
derlijke x^ be teekenen. Is X' van een* hoogeren graad dan X^ 

zal men, door werkelijke deeling, de breuk — kunnen vervangen 

door eeiie geheele rationale functie van x^ vermeerderd met een 
ander gebroken, denzelfden noemer X hebbende, doch v^aarvan 
de teller nu tot eene lagere magt dan de noemer zal opklimmen. 
Zij dan X een polynomium van de n* magt, en X* een van de 
/)% zoo dat p ^ ft zij , dan zal er , tot het bepalen der int^raal 

rTdx 



■ 



geen ander hulpmiddel aan te wenden zijn, dan eene voorafgaande 
•splitsing van het gebroken --- in partiële gebrokens, volgens eene 
der verschillende handelwijzen, welke wij reeds elders verklaard 
hebben (*), en welke thans eene nuttige toepassing zullen vinden. 
Door zoodanige splitsing wordt de integratie van het gegeven 
gebroken blijkbaar terug gebragt tot het bepalen van integralen , 
behoorende tot een' der vier vormen: 

ƒ ' dx f dx r[a+hx)dx f {a-^lx)dx 

a + Px* i(a+i?a?)"*' Ja+fix+r^' J {a+fix+r^^)''* 

hetgeen eeniglijk van dewyze, waarop zich de noemer X in eerste 
of tweede magts- factoren laat ontbinden , afliankelijk is. 



(*) Hoogere Algehra^ XXI* le«, en Differentiaalrekening ^ IX« let. 
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^Alleen in het bijzonder geval waarin X'dx = dZ is , zal de 
splitsing kannen yermeden worden, vermits ipen als dan terstond 
heeft 






De waarde ran elke der voorraelde int^ralen reeds in de vorige 
les gevonden zijnde, zoo levert de voorgestelde integratie geene 
andere moeijelijkheid op dan die, welke de splitsing in meer een- 
voudige gebrokens vordert. Zonder dan hieromtrent in verdere bij- 
zonderheden te treden, kannen wij onmiddellijk eenige voorbeelden 
ter toepassing laten volgen. 

a;t — a;* — Hx+2^ 

Het gebroken, dat meidjp aangedaan is, gesplitst kannende wor- 
den in de drie navolgende (I Deel, § 69), 

2 5 4 



, 3a?>-f-32a? — 88 ^ 



- 8a?fi— 07iF* 4- 457ar»— lOlSar» + 1039ir— 376 ^ 
20. I , -_ --_! ds. 



X — 2 X — 3 x+ \ 
vindt men terstond, 

)x*—x*—Ux+2k jx—1 Jx—3 )x—k 

= 2I(ar— 2) + 5l(s-3) — M[x-\-K) = l \ Jj^j^), - 

J («— S)» {x—lY 

De partiële gebrokens zallcn hier zes in getal zijn. Volgens het 
reeds gevondene (I Deel , § 72), heeft men 

X' 8 5 2_ 4 1 4 

X — (*— 3)» ■*" (x—Sf (ü— 3)« "*" «—3 "^ (i;_ I ) 1 "*■ ar—l * 

dus ƒ_- =8j^--^,+ 5j^^^-^.-2J^-^+4j__ 

f da? rda; _ 8 1 5 1 2 

^"J(a;_l)i "*■ ja?— 1 ~ 3(a?— 3)» 2(a?-5)» "^a?— 3 

-f- 4 Z(a?— 3) L + 4 l(x—l) 

X — 1 

I2.»-87^+137 _J_ __3 » (^_,j, 

— ö(;r— 3)» *-l ^ ^ ^^ ' 
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JT _ 3 3a? + 2 



das 



rl'da: „,, , o, . r (3a? + 2) da? 



1^ = 3«^+2)+ ƒ, 



5— 9jr 4- 8j?* 

De formule (13) van § 12 op deze laatste integraal toepassende» 
heeft men a = 5, 6 = — 9, c=:8, -i = 2en^ = 3te stel- 
len. Derhalve 

f{3x+2)dx 59 -,^ 16a?— 9 , 3 ,,_ ^ . « tv 

j 5->9. + 8.> = 8-^79^^^-!?^ +16^^^" -*■'*')• 
waardoor de opgegeven integraal hekend is. 

§ 16. Dè integralen begrepen in de vormen 

cc^dx t x^dx 



ƒü^dx C x^dx 
l+a7~' ]l — x^ 



waarin n en m geheele positieve getallen zijn , en ti ^ m ondersteld 
wordt, vorderen insgelijks dê ontbinding der noemers in hanne 
bestaanbare eerste en tweede magts-faetoren , ten einde de voor- 
gaande handelwijzen daarop te kunnen toepassen. De uitkomsten 
dezer integratiën zullen dus altijd uit logarithmische én goniometri- 
sche functiën moeten zamengesteld zijn. Naar aanleiding van het 
geleerde in de XV* les der Hoogere Algebra y ter bepaling van de 
bestaanbare deel ets der vormen ar*» -J- 1 en a?" — 1 , zal het voor 
den lezer thans geen bezwaar in hebben , de navolgende uitkomsten 
te vinden. 

j 1+^ — 3 v{\—x+x*)y^ 2—* 

1— a;» 4 Vl_a,;^2 ' 



ƒ Ar 

II. 3 



4»/2U— «1/2 + ;»»■' 2j/2 * 1— «» 

dx _ J_ A+xVZ + x* . , l H , Zx(l—x^) 
!+«• ~ 4v/3 U— «V3+*»/ 6 ''l— 4a;»H-»»' 
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Ten aanzien decer laatste integraal merken wij op , dat zij ook 
onmiddellijk nit / - — - kan worden afgeleid. Immers heeft men 

/dx \ t dx \ r dx 

/dx 
in plaatg van x, dan komt er 



fj«__ _ _ 1 ./ \—x . 1 xVZ 



Derhalve 



Ji— d?«~e| W{\—x+x^)} \v[\+x+x^)f\ 

^2i/3i ^ 2 — x^ ^ 2+x) 

Met behulp van het gevondene in de IX* les der differentiaal- 
rekening, konnen wij thans vrij spoedig algemeene uitkomsten 
verkrijgen voor de waarden der integralen 

ƒx^dx f ardx 

1 +«"• ' Jl—x^' 

Aldaar is natheiyk voor het geval van m = 2p gevonden ($70), 

a^ t -,€os.na — xcoB,{n+l)a ,,. 

— — ^ 5 — = 9 • • • (1) 

m 1 — zxcos.a^x* 



l-j-rc** m 1 — 2xcos.a + 
2M-1 

m 



7- j ft is., en A alle geheele waarden verkrijgt van O 

tot p — 1 ingesloten 9 zoedat het S teeken zich over p termen 
uitstrekt. 
Gevolgelijk 

ƒx^dx 2 _ fDos.na — xcos.(n-+l)a 
l^x^ m j 1 — 2xcos,a+x^ 

Op deze integraal de formule (13) der voorgaande les van toe- 
passing makende, zal men met wéinig moeite vinden» 

x*dx 1 i-> „ . / . «v «^ X8in.a 

l-4-jr« m ^ 1 — X eoB.a 

— 2r«w.(w-f.l)a. l{\ —2xcö8,a + x*)}. (2) 



ƒ 
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Voor II ::=:; O, komt er, m even zijnde, 

jl-|-a?«. mt 1 — X €08, a 

— 2 COS. 1(1 — 2xeos.a + s^) i. (3) 

Deze laatste is vatbaar om nog onder een' anderen vorm te wor- 
den voorgestelde 

Daar namelijk de waarden van a , \relke met Jb = , 1,2... 
overeenstemmen 9 de supplementen zijn van die, welke met k = p — ], 
p^^2y p — 3 overeenstemmen, volgt iiieruit dat, bijaldien p een 
even getal en dus m een veelvoud van 4 is , de termen van den vorm 

sin» a B tg. r — ^ — '-^^ , in hetzelfde aantal zullen voorkomen als die 

1 — X cos, a y, ^j'^^ ^ 

van den vorm wa.aB%Q. '- — ; wijders dat zulks evenzeer het 

geval zal zijn met de termen begrepen in de vormen 
co«.a2(1 — 2a;«o«.o+d;*) en — co«.a{(I -4-2j7eM.a-f-s^), 

zoodat wij, op grond der vergelijking 

_ j7 nn.a . -,^ xsin.a __ 2drttn. a 

Btg.^^ h^^fl'.T-; = Big.-. r» 

1—- d;cof. a l+a?co*. a 1— jf* 

mogen schrijven 

=;:; — I2Z «tn.flj?lg. -- 

\^af^ m ' 1 — ar* 

^1 — 2 a; eot. a + x* ^ ' 
waarin nu het aantal termen, waarover zich het 2 teeken uitstrekt, 

tot op de helft, namelijk ^p of ~m verminderd is. 

Is echter p oneven , dan wordt eene der waarden van a =: 9Q*, 
en men vindt alsdan 

f-f^=i{2i?*^^ + 2^m.ai?l^.^^il^ 
Jl + a?* «1 * 1— a?> 

1 -|-2a?co#.a-|-x* 



4- 2^co*,a /(^ s— .-- ; — x) . 

^1 — 2 a? cos. a -f- jf ' ^ ' 



zullende het teeken 2 zich hier over-(p — 1) termen behooren uit 
te strekken. 
In het geval waarin «i oneven en dus van den vorm 2p-f-l is, 

wordt het tweede lid.van vergel. (1) nog met den term ± — 71 

vermeerderd, zoodat er b^ elke der integralen (2) en (3; nog bij te 
▼o^fea 19 ± — 1(1 -f-»), naar dat n even of oneven is. . 
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Dezelfde uitkonisten gelden roor de waarden ▼an/- ,niitsa 

vervangende door , met bijvoeging nogtans, zoo m even is, 

der termen 

l\—l(l—^)±l{l+x)\, 

naar dat n even of oneven is, en zoo m oneven is; van den term 

m 
Dientengevolge hebben wij voor n = O , - m of p even zijnde, 

Jl — j;* m'^1 — ar/ 1 — a?* 

_ , / 1 -H 2 ar cos, a -f- a?* X % 

\l — 2xcoê.a+lp^J^ 
en p oneven zijnde 

Jl—ar m'^1— a?^ 1— ar» 

^1 — 2a?co«.a4-a?«^» 
In de eerste dezer formales strekt het teeken 2 zich over 

r-p— rl termen, en in de tweede over ;r(p — 1) termen uit. 

Voor m oneven of = 2p + 1 , heeft men 

, =— — /(l— a?) + 2-rm.a.Br^.- 

+ 2Icos,al(l — 2a?co#.a + a?*)j , 
waarin het ^ teeken p termen omvat. 

S 17. De integralen van den vorm 

a7**da? 



ƒ. 



laten zich gemakkelijk tot de voorgaande terugbrengen. Te dien 
einde stelle men fcar** = oy~, of «? = V^Jy ^^^ *** ^^^ ^^ 1^ TiT' 
en dx = dyHy-^. Hieruit volgt 

ƒ' a7"dr I fa\ ** r y"(ïy 
a±fta^ ~" a'U^ ]T±y^* 

« 

waarin vervolgens voor y zijne waarde xp^-- ie substitueren is. 

» , valt nog op te merken , 

1 — af** 
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dat indieu m = 2p en fi<p is, het verkieslijk zal xija haar te 
splitsen in 

en de hiervoren gegevene algemeene forraales alsdan op elke dezer 
twee integralen afzonderlijk toe te passen, hetgeen altijd eenig 
voordeel zal opleveren. Aldas kan men bijv. voor 

x^dx 



h 



1— a?"' 
de twee navolgende schrijven 



1 tx^dx 1 fx*dx 



2 

en tevens voor de laatste 
i fx^dx ^ i fx^dx 1,,, „ l„ ,. 1 .l+x». 

Stellende wijders x* ziz y , dan verandert 

Alzoo bekomt men terstond 

Men zal tevens gemakkelijk inzien , dat bijaldien m een veelvond 
van n + 1 , en dos m = |)(n4- 1) is, de substitutie van s*+ * = y, 
de integraal onmiddellijk doet overgaan in de meer eenvoudige 



_l_r_dy_ 
n+ljl— yP 



Had men te integreren het gebroken 

dx 
x^ — 2a**j?" co*, a -f- a^' 

dan zal men, door x=iay te stellen ^ dat gebroken veranderen in 

1 dy 

en aangezien de noemer van den tweeden factor splitsbaar is- ia n. 
tweede magts-deelers van den vorm 
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waarin k alle geheele vraardeo van O tot n -^ 1 itigiwloten verkrijgt , 
zal men, na de tellers der partiele gebrokens bepaald te hebben, 

wederom termen van den vorm te intesreren hebben. 

y« — 2y co*. /? + 1 ^ 

Wij ontbonden ons dienaangaande in nadere ontwikkeling te treden 9 
dewijl het tot ons oogmerk voldoende is de mogelijkheid der inte- 
gratie van het opgegeven gebroken te hebben aangetoond. 

S 18. Er bestaan nog verscheidene andere rationale gebroken 
differentiaal-funetiën , welker integratie dikwerf te pas komt. Wij 
znllen de voomaarasten dercelve than» in behandeling nemen, en 
wel in de eerste plaats de integralen, begrepen in een' der beide 
vormen 

(l±ar»)-' JaïP(l±a?»)-' 

Op de eerste dezer twee integralen laat tich de herleidingsfor- 
mule met goed gevolg toepassen, door het differentiaal gebroken 

te ontbinden in de factoren jpp—^ en . De eerste u en de 

(1 + a:t^n 

tweede dv noemende , heeft men v = — rr-t — r? . rr— — ï^rr?. Dns 

' 2(« — 1) (1 + a:*)*~l 

geeft de herleidingsformnle 

(l4-^)« ~ ~2{n — 1) * (l-(-iP«)— i"'"2(ii— l)j(l^-x^)•~» ' ^ ' 

Door deze formule wordt de voorgestelde integraal tot eene 
andere teruggebragt , waarin de exponent des tellers met 2 en die 
des noemers met de eenheid verminderd is. Na achtervolgende sub- 

/dx „ r xdx 

al naarmate p een even of een oneven getal is , mits in het eerste 

geval «>-/>, en in het tweede »> -(p+ 1) zij. 

De laatste dezer beide integralen is dadelijk bekend. De eerste 
daarentegen hangt van eene gelijksoortige af, waarin r met één 
verminderd is , zoo als uit de reeds in $ 4 gevondene formule 

ƒ ' ds _ 1 X 2n — S r dx .„ 

(i-ha?*)* ~ 2(n— !)• (H-a?«)— i'*"2(n-.l)i(H-i?*)--» ' ' * ^ 

is op te maken. Het blijkt hieruit, dat de opgegevene integraal, 
indien p even is, een aantal termen zal bevatten, eindigende met 
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Btg.Sj terwijl zij , indien p oneven \s , eenigl^k ast algebraïsche 
fanctien zal zamengesteld zijn. 

Men kan , des verkiezende , de integraal (1) nog zoodanig verTOfi- 
men, dat de exponent van den noemer daarbij onveranderd blijft, 
en de vermindering eeniglijk dien des tellers betref t , hetwelk onder 
anderen van nat kan zijn bij het integreren van het meer zamen- 
gestelde gebroken 

-, ,- (lx, 

(i-f-**) 

Btellen wij namelijk voor r^-^ de aom der gebrokens, 

+ 



dan gaat de forro. (1) over in 

(H-a?»^ ~ 2(«— 1) ' (f+ï^F^ 2(n—l)j(l+s*r 

p — 1 f xPds 






waarnit , door overbrenging van deze laatste integraal naar die van 
het voorste lid, terstond afgeleid wordt 

/x^dx 1 XP-^ p—l fXP-^x .«. 

(i + x^y^ ~ 2n— p— l ' (l+of »)*-! 2n—|>— 1 j(l-f^)» * ^ ' 
De zoo even verkregen uitkomsten gelden evenzeer voor positieve 
als voor negatieve waarden der beide exponenten. Geven wij dan 
thans aan p eene negatieve waarde. Hierdoor bekomt men , ingevolge 
form* (3), 

ds 1 1 



ƒ; 







p+1 r dx 

Daar nu de exponent van x in de eerste integraal lager is dan 
die in de tweede, zal men, de vergelijking omkeerende , deze laatste 
integraal van de eerste kunnen doen afhangen, en op die wijie 
gemakkelijk bekomen, 

dx _ 1 1 

(2rH-/)— 1) f dx 



ƒ; 






*p(i +«»)•' 
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of, p door p — 2 vervangende, 

f dx _ 1 1 

JirP(l + a?>)« ~ p — l ' SP-HI + a;^y-^ 

(2n-|-p — 3) f dx 

P 
waardoor de integraal teraggebragt wordt tot 

ds ^ r dx 



_ (2n+p — 3) f dx 



f dx f_ff__ 



naarmate p even of oneven is. De eerste wordt verder volgens 
form. (2) behandeld. Wat de tweede betreft, deze laat zich ook 
aldus schrijven: 

t dx r (\+x^)dx e dx f xdx 



h 



dx 1 1 



27(1+0? »)-4-i 2n (l + o:*)»' 
waaruit verder, bij omkeering en na verandering van n + 1 in n , 
afgeleid wordt 

ƒ ' dx 1 1 f dx g 

Boorachtervolgende vermindering van n met de eenheid, zalmen 
eindelijk nederkomen op 

/ia^,=i?-/r^ = w-5"'H-'='{..<iii^)- 

Schrijven wij thans in de verschillende zoo even gevondene inte- 
gralen , voor X , x}/ — 1 , dan ontstaan hieruit nog de navolgende : 

^xPdx 1 XP-^ p — 1 r xp-^dx .g 

(l—x^Y ~ 2(n— 1) *(1 — j;»)'^i~2(n— I)j(l— ar*)— 1 ' ' ^ 

/xPdx 1 • xp-^ p — l fxP-^x 

(l—x^)^ ~ 2n— p— 1 ' (1— ar*)*-i~2n— p-rlJd — ar»)*^ ' ^ ^ 

f ^ _2_ 1 2n+p— 3f (?ir 

Jay(l-.;fi)» p— 1 'sP-i(l— a*)"-i p — 1 j^-2(l— a:>)»^ 

f dx l 1 f dx Q. 

jx(l_j^2)n = 2(n— 1) '(1— jT»)— 1 "'■ja?(l— a?*)— 1' • • -(^ 

f— ^1— — ^' * ^ 2^—^ f <^ MAN 

j(l— jy«)- ~2(n— 1) a— a?»)*^^- 2(n—l)j(l— «*)•-!' '^ ^^ 
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Het is bijna onuoodig hierbij op te merken , dat de integralen 

xPdx f êx 



^xPdx t 



xp[a±bx^Y 

zich, door eene eenvoudige substitatie, onmiddellijk tot de voor- 
gaande laten herleiden. 

§ 19. Minder gemakkelijk valt het uitdrukkingen te bekomen 
Toor de integralen behoorende tot een' der vormen 

^x'^dw t . dx 

[a+hx+cx^y^ * Jaf^ia-^hx+ex^Y 

waarvan in § 12 reeds twee bijzondere gevallen behandeld zijn. 

Het zal uit de navolgende herleidingen blijken, dat geene dezer 
twee integralen vatbaar is, om tot ééne enkele van gelijken vorm, 
doch waarin de exponent m verminderd is, teruggebragt te worden. 
Dergelijke meer zamengestelde integralen kunnen eeniglijk afhan- 
kelijk gemaakt worden van tti;ee gelijksoortige integralen, waarin ffi 
achtervolgende verminderingen ondergaat. 

Beschouwen wij dan vooreerst de integraal 

Ix^ (a -f- 5j? + cx^Y d^ 5 

welke , indien daarin aan m en n tevens negatieve waarden gegeven 
worden, de beide voorgaande in zich bevat. Stellen wij, ter be- 
korting, de drieledige grootheid a + bx'-{'Cx^ = J, dan heeft men, 
bij gedeelten integrerende. 



n r 



Schrijvende wijders in het eerste lid dezer vergelijking voor X* 

a J— 1 -f- hxX*"-^ -f- cx^X^-^ , 
dan komt er, 

ajx^X'^-^dx -f- h Ix'^'^ ^ J!"-*da?+ cta;^ H-2 jn-i ^^ 

n f x^^+^X"* 
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of wel, na fereeniging der gelijksoortige tenneo, 



afs^X^-^ds+ / ^+^-4-l w Lm^ij^ios 

^\ m + l / J m-f-1 ^ 



waaruit wij afleiden 



(mH-2n+l)c 



Hierin m door m — 2, en n door n+l ver vangende, komt er 

[ar X'^ds = ; 1 a?--iX« -H i _ (m + n) i5 [a^-^X'^ds 

J {m+2n+l)cl J 

_(«_!) «rr—2x»rfarl . . (1) 

Door nu in deze laatste formale aan n eene n^atieve waarde te 
geven, verandert zij in 

f x^dx [OE^dx 1 iüS^-^ 

][a+hx+cx^Y ~ J ^^ ^^ (w — 2ii-f-l)c | X"-^ 



Voor m= 2, komt er 

ƒx^dx I ( s , •. r/^^ f^^> 



m 



en voor m = 3 

Txdx 



Fx^dx 1 l iF* ^^ , rx^dx ^ fi 



Men ziet hieruit dat, voor alle positieve waarden van m, de 

—— teruggebragt wordt tot die der inte- 

— , ƒ — , welke wij reeds in $14 hebben leeren bepalen. 

Schrijven wij thans in form. (2) voor m, 2— -m, dan vinden wij 
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Derhalve 

dx 



fJfL.=i —\ L— -^-(mH-n — 2) hi ,^ 

+ (^+2n-3)c|-^^[ . . (3) 

w.iardoor de voorgestelde integraal, Toor alle geheele positieve 

waarden Tan m, altijd teraggebragt kan worden tot f -f en / — y 

zoodat nog overig blijft de waarde dezer laatste integraal op te spo- 
ren. Te dien einde stellen wij haar aldus voor 

eö,x t{a -|-i&a?-f- ca?*) (kx t dx i /^^ + 2ca?) dx 

of, na verandering van n in n — 1, 

f— _i^__!__L tf^^f-^] (1) 

J^X' ~ a(2(n— 1) Z-i ~ 2JZ« ^J«J«-i f " ' " ^ ' 

De exponent n hierdoor met de eenheid verminderd wordende, 
zoo zal de integraal ten laatste teraggebragt worden tot de bepaling 

— = / ; , welke zich spoedig aldns laat vinden. 

xX Jxia-hbx-hcx*}* '^ ^ 

Het gebroken -r ^ schrijvende onder den vorm 

Ij 1 h + cx 

al x'^ a^bx^cx^ 
800 heeft men 



(5) 



ƒ 'dar I i fdx i ^ b + 2cx i .fdxi 

xX — a \jlö~ Sja+hxxhca;^ ~ 2 JX f 

1 < , i . V. 1 rdx\ 1 /X^v 5 fdx 

— af 2 2 J X} 2a ^ X^ 2a JX 

welke laatste integraal hekend is {$ 12). 

IJit de verg. (A) laat zich tevens, na m en n door — m en n-f- 1 
vervan{(en te hebben ^ de navolgende afleiden, 

rX^dx 1 ^J^-H ^^^ o.fcf^"^'^ 
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waardoor men eindelijk zal neerkomen op de integralen 

jX'*dx en f ?, 

welke ^ na ontwikkeling van JT^ volgens de roagten van x, uit be- 
kende integralen zullen te zamengesteld zijn. 

Men kan echter die ontwikkelingen vermijden, door de eerste 

dezer twee integralen op de volgende wijze tot j J'*-^ dx terug 
te brengen. 

Differentiëren wij het product j^X", dan komt er 

d. xX" = (X* -f- nx(b + 2car)X— O ds 

= X'^\a+(n+])bx + {2n+\)ex^)dx 

= X^-^ I (2n + 1) J — n(2a + hx) 1 dx. 

Derhalve (2tt -(- l)/i»dfl? = xX*'+nfX''-H2a+bx) dx , 

ofy omdat 

Aac—b^+b{b + 2ex) Aae — b* b dX . 

2e 2c ^2e dx 

verandert de laatste integraal in 

n. i* h 

(Aac — 6 J) jX^-^dx 4- _ JC» ; 
zoodat wij bekomen , 

f^"^" — 2c(2n + 1) ^* "*■ ^''^^'' "^ "^^' ■" ^ f^""'''* j • • O 
en, door hierin 1 — n voor n te schrijven, vinden wij nog 

fd^ _ i ^ ^ + 2c;p o\,/'*'^ ^ ^ftv 

jïw - (n_l)(4ac-^^)j-ï^ +2(2n-3)cj_^ j . . (8> 

welke uitkomst de form. (8) van $ 14 in zich bevat. 

kan geschieden met behulp van form. (4) 

welke, na verandering van n in 1— «n, zal geven 

fX^'dx X^ b r ^r , [X^-^dx ,^^ 

§ 20. Het middel waarvan wij ons zoo even bedienden tot her- 
leiding van jX'^dx en Z-^, zijnde X =z a+ bx +car* , Iaat zich 

dikwerf met goed gevolg aanwenden, bij het integreren van zamen- 
gestelde geheele of gebrokene differentiaal-vormen , gelijk door het 
volgende voorbeeld, nader zal kunnen bevestigd worden. 
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Hen differentiere het prodact 

dan komt er 

d. a?"* Jp = (mx'^-'^XP H- hpn a?*i- •~i2>-i) dx 

welke vergelijking nog onder deze twee verschillende vormen kan 
worden voorgesteld , 

d.3irXp = a?"'-^Xp-'((mH-pn) J — pan)dx . . : (A) 

d.a?"*J>== x'^-^XP-^(ma + b{m+pn)x*')dx . . . (B) 

Uit de eerste volgt 

a?« Xp=z {m + pn) j x'^'-^XjPdx — panj x'^-^^Xp-Hx , 
das 

Ix^-^XFdx = \x^XP'\- pan fx'^-^XP-^dx j . . (1) 

Hierdoor wordt de integraal van het product x^^^XPdx terug- 
gehragt tot eene andere, waarin de exponent p met de eenheid 
verminderd wordt. Door in deze laatste formule voor p te schrijven 
1 — Pj verandert men haar in 

das 

door welke formule men , na achtervolgende vermindering van den 

exponent p, eindelijk op/ — — neerkomt; en deze kan, zoo als 

vroeger aangetoond is ($ 17), door ontbinding in andere gebrokens 
gevonden worden. 

Uit (2) laat zich, door m negatief te nemen, nog de volgende 
formule afleiden. 

De verg. (B) levert insgelijks drie verschillende herleidings-for- 
mulen op, welke van de voorgaande daarin onderscheiden zullen 
zijn, dat zij den exponent m eene achtervolgende vermindering doen 
ondergaan, terwijl p onveranderd blijft. Men heeft namelijk 
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j?* X? =; ma ƒ j?*-i J&^^Jd? + 5(m H- pn) f*~ -*" *- ^J^^éx , 
of 

ƒa?• + — iXP-^<te = , ; (a?? J> — ma |a?*-il>-'di?) 

Hieria m-^% en p, door m en />+ 1 Ter^angende, bekomt men 

fx^-^Jpdip = 7- X j ar-^»X/'-l-i — (m — n]a laj*— ^ J?<ï^ j (4) 

daar ook 

Nog volgt uit verg. (B) , 

welke, na menp door 1 — m en 1 — p te hebben vervangen , geeft 

f-^= -— ^^} ,1 , +5(m+|m-n-l)f-Jl-} («) 

Ja;«»J^ (w — l)a ♦ a?*»-i2p-i • v ir 'Jaf^nXp) ^^ 

Wanneer wij daarenboven de algemeene herleidings-formale 

fudv =z uv — jvdu , 

regtstreeks op jw^S'ds van toepassing maken, en te dien einde 
Xp = (a -f- ^j;**);* = u, s^da = dv stellen, dan verkrijgen wij nog 

J m + 1 m + lj 

De exponent m hier toenemende, terwijl p met één vermindert, 

ZOO kan die formule met goed gevolg dienen ter bepaling van / . 

Immers, door m in — -m te veranderen, geeft lij terstond, 

ƒXPds 1 I -3> . ^ fXP-^dst 

l^==irZïhi=r.+«»PJ^;=rr( • • • • (7) 



waardoor nu de beide exponenten gelijktijdig verminderd worden. 
Men zou de herleidings-formule op dezelfde integraal ook aldus 
kuni^en toepassen. Schrijven wij namelijk voor g^X^ds, 

j?*~ • •*■ *(a -f- h3ir)PiB*-'^ds , 
en stellen vrij, u = «*" — "^^ en dv z=i XPa^-^dx of « =: 



•i5(p-f.l) 
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dan komt er, 

waarait men verder vindt, 

Yp^ = nb{^=\)\ ïi=r- + (m-n+l) j^^d^j . (8) 

welke voor de toepassing geschikter is dan eene der forninles (2) en 
(5), uit hoofde de beide exponenten hier gelijktijdig verminderen. 

Is nu m een veelvoud van n, en — )p, dan komt men eindelijk 

neer op eene integraal van den vorm 

ir' 

waarin de exponent r wederom achtervolgens verminderd kan wor- 
den, met behulp der form. (2), gevende voor m==] , 

Jl^=(7irï)i-nll^i+((''-i)n-i)ji^i|. . .(9) 

In het bijzonder geval van n= 1, volgt uit form. (8), 

{a^bxy~ "^f^)} {a + ha!)p-^ + ^J(a'hhx)p-A " ^^®^ 
waardoor men , zoo v^ip is , teraggebragt wordt tot 

dx t I 



h 



^'x^—p 
— ^ dx, welke laatste door Werkelijke deelüig 

herleid wordt tot reeds bekende integralen. . 

De form. (10) kan in de toepassing soms verkieslijk zijn boven de 
in S 11 verklaarde handelwijze ter bepaling van dezelfde integraal. 
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Integratie van irrationale diffèrenttaal-^unctiën. 

5 21. Wanneer in iXffcc de fanctie X termen bevat, die met wor- 
tel teekens of gebroken exponenten aangedaan zijn, wordt de te 
integreren vorm een trraHona/e genaamd. Bij de bepaling dezer soort 
integralen tracht men de irrationale grootheden door geschikte 
sabstitatien te yerdrijven, ten einde de integraal hierdoor tot eene 
der reeds vroeger behandelde van rationalen geheelen of gebroken 
vorm te herleiden. Dat hulpmiddel kan echter niet altijd met 
even goed gevolg te baat worden genomen. Van daar de moei- 
jelijkheden , welke zich bij het bepalen dezer integralen onder ein- 
digen vorm , zoo dikwerf voordoen , en waardoor men tot het 
invoeren van nieuwe transcendentale functien zijne toevlugt heeft 
moeten nemen. Wij zullen die later meer in hare bijzonderheden 
léeren kennen. De eenvoudigste gevallen, welke zich daarbij kun- 
nen opdoen, komen op de volgende neder. 

Bestaat de functie X uit de som van termen van een' der vormen 

p p 

Ax^, ^(a + 6a?)?, dan kan de integratie op eene partiele wijze on- 
middellijk verrigt worden , met behulp der in de II** les gegevene 
formules. 



^7** 



Indien daarin tevens termen van den vorm •:r--; — . , > ■ voorkomen, 

^ (a H- bx)P 

m een geheel getal beteekenende, zal de substitutie van a+6a? = y^ de 

ƒx'^dx 
-—, doen overgaan in 
^[a'\'hx)p ^ 

welke, na omwikkeling van den binomialen factor, tot bekende 
integralen herleid wordt. 

Is X van een gebroken en zamengestelden vorm , zoodat de twee- 
ledige grootheid a + ^^7 of ook de enkele veranderlijke x met 
verschillende wortel teekens aangedacin is, dan valt het niet moeijelijk 
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zoodaDige sabstitatiën voor a -f- fiar of voor x te bewerkstelligen , 
dat de verschillende irrationaliteiten bierdoor gelijktijdig verdwij- 
nen. Om zalks door een paar voorbeelden nader toe te lichten, 
kiezen wij hiertoe in de eerste plaats de bepaling van 



ƒ 



1—1^07* 



Men stelle thans x =. y*% dan wordt l^ar* = y®, ^x = y*, 
en dx =. 12y^^(2y, waardoor de opgegeven integraal verandert in 

•(1— y')y" 

12 -^ ^'^ 



f(i— y')y" , 



welke als na geheel rationaal zijnde , eerstelijk door werkelijke deeling 
van teller door noemer, en vervolgens door de handelwijze van §16 
integreerbaar is, waarna men voor y zijne waarde vx zal hebben 
te substitueren. 
Laat in de tweede plaats gevraagd worden naar de waarde van 

dx 



i 



}^{a + Bx)^—V{a + bxy' 



Zij a + bx:=:zy% waarin de exponent n het kleinste gemeene veel- 
voud der getallen p en r beteekent, dan is 

(a + hx)p :=: yp = y" , 
{a^-bxy = y" =z= y^, 

en da? = - y^'-'^dy. 

Biensvolgens heeft men te integreren 

n y^^^dy n y*^a-i^y 
b ya — y^ bl — y/?— «' 

hetgeen wederom volgens de handelwijze van § 16 geschieden kan. 
Bijaldien er drie of meer dusdanige irrationaliteiten in de functie X 
voorkomen, zal men deze steeds kunnen verdrijven door voor n te 
nemen het kleinste gemeene veelvoud der noemers van de verschil- 
lende gebroken exponenten. 
Bestaat X uit termen van den vorm 



a +hx x' 
IL 
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X' zijnde eene rationale functie van x « dan zal men , -; — 77- = y^ 

stellende, daaruit afleideo, 

a'yiP — a ^ (a'b — ab')pyp-'^^ 
X = , ^, — en dr = i — z—^^ — dv, 

waardoor derhalve 

een' rationalen gebroken vorm verkrijgt , en das naar bekende 
regels gevonden kan worden. Yan dezelfde substitutie zal men kunnen 
gebruik maken , indien er in X twee of meer gebrokene raagten van 

voorkomen. De irrationaliteit zal, zoo als ligt in te zien is , 



ƒ 



steeds verdwijnen, zoodra men voor den exponent van y het kleinste 
gemeene veelvoud van de noemers der gebroken exponenten neemt. 
§ 22. Thans tot het meer zamengestelde geval overgaande , waarin 
de functie X termen bevat, die met de wortelgrootheid V(a+i&j;+<^^') 
zijn aangedaan , zullen vdj in de eerste plaats behandelen de integraal 

dx 



ƒ; 



V\^ -^hx — ca;')' 

waarin de term x^^ onder het wortelteeken , ondersteld wordt met 
eenen negatieven coëfficiënt aangedaan te zijn. 

Deze integraal kan, zonder voorafgaande verdrijving van het 
wortelteeken , op de volgende wijze spoedig tot eene bekende irra- 
tionale integraal herleid worden. 

Omdat namelijk -4<?(a-t- bx — cx^) = 4ac + 6* — \b — 2ca?)* is , gaat 

de integraal over in 

/Ax 
^/t4ac+6* — (6 — 2ca?)«r 

Stellen wij nu 

i& — 2ca? — ul/(4ac + 5*) , 

T/(4(ic + 6*) ^ 

dan is da? = ^— ^du, 

2c 

en i/|4«?-|-ft* — (ft — 2ca:)M = i/{4ac+6>)l/(l — u*), 

[ dx l f du l j, 

^n» jl/(a + bx—€x^) VcJV(\—u^) Vc 

1 h — 2cx , |. 

:=r —Bco$.-— --— H-C . . . . (1) 

|/c V(4ac+6*) 
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3f ?r 

of, dewijl B cos, a =z ^ — B sin. a = ■- + Jff sin. ( — a), kan de gevon- 

denintegraal, met weglating der standvastige -^-r, ook aldus voor- 



gesteld worden: 



ƒ; 



ds 1 „ . 2ca? — 5 

= ,-7:^««-.-777T:r7-i:ï^ + ^ . • . (2) 



V[a+hx — ca?*) l/c )/(4ac + d*) 

Die formale bevat als bijzondere gevallen , de navolgende in zich : 



ƒ 
ƒ 



Ax 1 ■-» c 

= -— B sin.xV-y 



= Bstn. -, 



Vir^ — x^) r 

2cx 



^êx 1 „ ,h—2cx\ 1 -, . 

— =-—Bco8.( — - — ]= ~---Bs%n, 
V{hx — car*) Vc \ h ^ Vc 



dX n . ^ 

= Bnn.v-^, 



V&rx—x^) 

Het geval waarin 4e cpef^cient van x^ positief is, en dus de 
integraal overgaat in 

üx 



h 



Vla+hx-hcx^y 

KOU regtstreeks uit eene der formules (1) en (2) kunnen worden af- 
geleid, door daarin voor e te schrijven — c, en vervolgens de 
onbestaanbare vormen in bestaanbare te herleiden , met behulp der 
betrekkingen tusschen de goniometrische en de logarithmische 
functiën bestaande. 

Wij zullen echter bij het bepalen van de waarde der voorgestelde 
integraal liefst van de navolgende, en gedeeltelijk met de voorgaande , 
overeenstemmende handelwijze gebruik maken. Schrijven wij name- 
lijk die integraal onder den vorm 

^dx 
y\j^ac — h* + {b + 2cx)*\ ' 

en stellen wij vervolgens 

b + 2cx z= ttV/(4ac — d«), 
dan zal zij veranderen in 

du 



/cjj 



Vc J V{1 + tt») 



..V 
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Om nu de irrationaliteit nit deze meer eenvoudige integraal te ver- 
dreven, kunnen wij stellen, 

l/(l+u«) = «-u, 

«*— 1 1. lx 

of tt = -- — = ö(* h 



en 1/(1 -4- tt«) = 



2« ' 



dos /i7(r^) =J7 = ^'^ = »(»+»^{ï+-*)|. 

6-4-2c* 
Hierin vervolgens voor u substituerende hare veraarde 



l/(4ac— 6»/ 
bekomen v^ij, 

^ dx _ J^ < fe + 2ca? + 2v/g(a 4" ^^^ + g^') ) 

= — l;9 6+ca?+Vc(a + fti? + ca?»)) + C. . (3) 
Ve \^ ) 

vtraarin nu de term -— I-— -r- in de algemeene standvastige C 

Vc l/(4ac — 6*) ^ ^ 

begrepen is. 
Als bijzondere gevallen geeft de form. (3) de navolgende integralen: 

/W^TT-Ï^ = l\r + ^ + V^^rx+x^)\. 
Jl/(2ra;+s*) ^ ' 

De integraal \— laat zich met weinig moeite tot een' 

der twee vormen (2) of (3) terugbrengen. 

Zij a-4-6s-|-c«*^= JT, dus 6+2ca?=— = X' en ap= — oT^" 
Hierdoor heeft men. 
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(A + Bx)daf _ 1 f{2cA — hB+BX') 



/ (A + Bx)ds _ Jl_ pcA — bJf+JSS') ^^ 
Door A z=z O ie stellen, verkrijgt men. 



xda Via+bsf+cx^) b f dx 



. (5) 



f xdM l/ia+öar+ca;') b r 

)v(a+bM+e»^) c 2c j v'Ca + bx + ca?*) 

S'23. Er bestaan rerschillende wijzen van sabstitutiën tot het 

regtstreeks rationaal maken der differentiaal -7: 1 — : — ^r» zonder 

deze vooraf tot den meer eenvoudigen irrationalen vorm ,^- ^,v 
te herleiden. Wij kiezen daaronder de navolgende, die het meest 
aangewend worden. 

P. Men stelle V{a + bx + cx^) = u + xVe, 
das a + bx = tt* + 2xuVc , 

u*—a , . bu — {a+u*)Ve 
waarait x = * u^xl/c = — « 

en dx =z 2 J-— - — s— 7T7 — ^J*'**- 

Derhalve 

f , ^^ ^ = 2 r_*f_ = - JL /(6-2UI/C). 

De voorgaande substitutie geldt meer bepaaldelijk voor positieve 
waarden van o. 

Schrijft men thans voor u hare waarde in x , dan komt er voor 
de gezochte integraal 

liS l { 

Vc \b^2VclV{a'\-bx+ex^)—xVc\S 

=1^ \ _} , 

Vc (ft-+.2ca? — 2]/c(a-^ftj? + ca?*)> 

_ 1 5 5 + 2ex + 2i/c(o 4- ^^ + cx^ ) ) 
~ Vc \ 6» — 4ac !' 

eTcn als hiervoren gevonden is. 

2°. Men stelle V[a + bX'\-cx^) = xz + Va, 

das bx -f- co?* = j;*x* H- 2xiVa , 

2zVa — 6 . . (c + «')i/a — 6x 

ar = — r-. xz + Va = , 

e — «' c — a' 

^{c + **)Va — hz . 
en dx = 2 ; rr- »«. 

(c — «*)» 
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Derhalve 

ƒ• ds 2 f ^* — ( ^* JU ^ f ^* 

Hierin voor % hare waarde in x sahstitnerende , verkrijgen wij 
de integraal onder den navolgenden vorm, 

1 AxVc — Va + V(a+hx+ex^)\ 
Ve \xVc + Va — v'(^ + ** + <^*)J ' 
welke alleen voor positieve waarden van a bruikbaar is. In allen 
gevalle echter zal men bevinden, dat deze uitkomst gemakkelijk 
tot de voorgaande te herleiden is. 

3®. Indien de drieledige vorm a + hW'\'Cs/^ eene splitsing in twee 
bestaanbare factoren p + 9^» p' + 9'^ toelaat, hebben wij 

Stellende nu r , / = u*, waardoor V{ar{4ix-\-€x^) •=. uCp'+ga;') 
rationaal wordt , dan komt er , 

pV— p ^, ,_. p'q—pq' 

q — gu' ^ — q u* 

Derhalve /•-, ^^ , . = 2f ^, . 

JVip-i-qx) {p'-Hl')x Jq — q'u^ 

Deze integraal laat zich gemakkelijk bepalen door 9V = qz'^^ 
dus u := J^V^^, en du = dtV-L te stellen. Men heeft alsdan 

q q' 

1 r 2dg _ 1 i/ i + * \ _ i .\ Vq+vVq' i 

Vqq'jl—i*~Vqq' \l—z^~Vqq' ^yq — uVq'^' 

en hierin u door hare waarde V(—, — 4-) vervangende, bekomt 

^p+q X' 
men eindelijk 

]V{v + qx){f+q'x) Vqq' ^V{p'+q'x)q—V{p+qx)q'^ 

= ^iy(p + qx)q'+V(p'+q'x)q^+C. (1) 

Deze uitkomst is eeniglijk toepasselijk op het geval, waarin het 
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prodact qq\ en dus ook de coëffioient van jr* onder het wortel- 
teeken positief is. 

Gebruik makende van de betrekkingen 

pp' = o. p'9+pv = *» qq' = c, 

zal men gemakkelijk de zoo even verkregene uitkomst met de for- 
mule (3) der vorige § kunnen doen overeenstemmen. 

Is echter de coëfficiënt van x* negatief, als wanneer q' ea q 
ongelijke teekens verkrijgen , dan heeft men in dat geval , 

ƒ' dx 2 f <*» 2 r dt 
y{P + q^) (p' — 3^^) ~ Jq +g'u* ~ yqq'jl+gi 

Vqq pq-hpq Vqq pq-^pq 

Om uit deze uitkomst de eerst verkregene volgens forra. (1)S22 

te zien te voorschijn treden , zal men , op grond der vergelijking 

IBcos.z = 5co#. (2«»— 1), 

(p'— o' x) q 
voor 2Bcoi.V-^ — , , , moeten schrijven 

pq-^p q 

Bcos.^ll:zP3lizMfL^ 

pqt -4- piq 

welke uitdrukking, omdat pp' = a, p'g — p?'= ^» gg'=: c is^ 

onmiddellijk overgaat in 

-j 6 — 2ca? 
Bcos, — . 

Derhalve 



I, 



dx 1 * — 2ca? 

== — ^ co«. — — - 4- €7 , 



\/(a-hbx — ex*) Ve V{hae+h^) 

even als vroeger. 
S 24. De di£ferentiaal-functiën 

W£ + 4f)^. en ,/(?,±4^)d*. 
^p +qaB^ ^p — q x' 



laten zich thans, met behulp van het reeds gevondene, gemakkelijk 
integreren , zonder dat het noodig zij die uitdrukkingen vooraf 
rationaal te maken. 
Immers, de eerste schrijvende onder den vorm 

(p + qx) dx 



V(p + q(e){p*+qx)' 
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zoo hebben wij , op grond der formule (\) van § 22 , 



ƒ, 



(p H- qx) dx i „ , , , 



y(p + g*) (p'4- «'*) q 

f p'q+vq\ f dx 

V' 2q' fjy(p + qx)(p' + q'x) 

Dus, volgens (1) $ 23, 



+ 



y\p> + q'x/ q' 

Op gelijke wijze verkrijgen wij, volgens (2) S 23, 

J ^p' — q'x' q' 

+ ^±£ÉBsin.V^^l±J^. (2) 

q^qq' pq+pq 

Indien echter de grootheid X op eene willekenrige wijze zamen- 
gesteld is uit termen van den vorm V^.(p + qs) » l^(p' + q^) , en dus 
in het algemeen voorgesteld wordt door f(sf \/' (p+^a?)! 1^ (p -f-^'^^))» 
zal men eene der irrationaliteiten altijd kunnen verdrijven door het 

invoeren eener nieuwe veranderlijke y , zoodat s'^^ =. y' zij. 

Men bekomt alsdan 

q-q'y*' ^^^^ ' I/(ï-ï>') ' 

waardoor er thans nog ééne enkele irrationaliteit overig blijft , 
waarop zich eene der hiervoren verklaarde handelwijzen laat toe- 
passen. 

Het verdrijven der wortelgrootheden kan altijd vermeden worden, 
zoodra men 9 door aanwending van het eene of andere hulpmiddel, 
in staat is de integraal tot eene reeds bekende eenvoudige of 
zamenges telde irrationale integraal terug te brengen. Dit heeft 

onder anderen plaats met de bepaling van j V^ (a* + x^) dx ^ waarop 

zich de algemeene herleidings-formule met vrucht laat toepassen. 
Wij hebben namelijk 

»/(o'+^»)rf* = *!/ («» + ,*)_ J-_-^_^^. . . (A) 



Maar 
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komt er, na substitutie , 

fiy^(ai+a;^)dx=: iPl^{a'^+x^)— f\^{a^+x^)dx+a^ f—^ , 

of 

= f l/(a»+a?«)+l.ï(a?+i^(aJ+ar»)). (3) 
Op gelijke wijze vinden wij 

{\^(a^—x^)dx =5 ^l/(a* — a?») + ia» ( ^ 

J 2 ' . '^2 Jl/(a>— 07*) 

= ~V^(a* — **)+|a>l?m.f. (3) 
Wijders volgt aif de vergel. (A) 

X 1 

= jl^(a«+ir*)— -a*Z(i?-Mx'(a>+ar«)), (4) 

en evenzoo 

ƒx^dx X 1 « 

Door verandering van het teeken van a» geeft de formule (4) nog 

ƒx^dx X 1 

_^-^_-^^ = -I/(^»_a')4-_«>/(, + v^U'-o»)). . (6) 

S 25. De laatstgevonden formules kunnen aIs bijzondere gevallen 
beschouwd worden van de meer algemeene integralen 

/x'^dx t x'^dx 

welke , zoo als wij thans zullen aantoonen , gemakkelij^k te bepa- 
len zijn met behulp der algemeene herleidings-formule. 
Stellende te dien einde 

x*^dx 

dan geeft die formule, 

/x*^dx f 
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De laatste integraal kan gesplitst worden in 

Derhalve komt er, na substitutie, 
r_^;^dx ^ ^.-i^(^> + ,«)_(^_i) f ;7f^ 

De exponent m hierdoor telkens met 2 verminderd wordende, 
zal men eindelijk neerkomen op 

j 1/ (a?* + a*J 

of op f /,^ ,, = l/{*'-Hi')» 

naardat m een even of oneven getal is. 

Zoo men x door xV—l vervangt, dan volgt uit form. (1) 

Dns 

ƒ a;"*rfg; _ _ a?»»-ii^ («*— <^^) . /^nL^ a» f_f!!l!^^ , (2) 

waardoor de gezochte integraal zal teruggebragt worden tot 
f—^ =Bsin.fl, of f_^^ = -l/(a>-^«). 

Voor het geval van m oneven , zal dus elk der beide integralen 
(1) en (2) geheel uit algebraïsche termen zijn zamengesteld. Is f» 
daarentegen even, dan zal de eerste altijd met eene logarithmische 
en de tweede met eene gonioraetrische functie aangedaan zijn. 

Voorm = 3 , 4 , 5 enz. vindt men , f — — ~ = l stellende, 

Jv^{x^+a^) 
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ƒ 



s^dx 1 , ..... 2 






ƒ 



) 



l/(4.>+o*) 5 3.5 

o.D 
enz. enz. 

Wij kannen uit de formules (1) en (2) nog andere integralen aflei- 
den , door namelijk m negatief te nemen. Hierdoor veranderen zij in 
f ds _ 1 l^(a;»-^a*)_ . m+K ^ f dx 

ƒ dar _ 1 v^(a»— jy*) m+K i f ____^f 

Daar echter de exponent m thans vermeerdert in plaats van te 
verminderen , kunnen wij , elk dezer vergelijkingen omkeerende , 
en vervolgens m door m — 2 vervangende, daaroit ligtelijk afleiden, 

r dx __ _ 1 c v^(d?^+g*) 

dj? 1 ^ V^(ö* — A'^) 

a:"'l/(a* — a?*) (m — 1) a* ( rc^-^ 

Indien m even is, zal men neerkomen op 

dx 1 i/(a;*+a*) 



\. 



ƒ: 



dar _ 1 l/(a»— a?*) 



on 



a?'V^(a' — a?*) a* ar 

en is m oneven , op 

C dx C dx 

welker waarden nog afzonderlijk behooren bepaald te worden, 
dewijl de laatst gevonden algemeene formules voor m = 1 onbruik- 
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baar worden. Om de eerste te yinden , schrijve men die onder den 
vorm 



ƒ ir 



en stelle vervolgens - = y , dan verandert tij in 



s 



h 



Das f_-^__=-lj(?±il(?!±^)+C 

en even loo vindt men 

De {st^V{f^ •^x^)dx kan, door eene integratie bij gedeelten, on- 
middellgk tot ƒ worden teraggebragt. Immers, 

l/fa* H- a?')a?"»da? — ^ — = — • ip f . 

zijnde, zoo gaat de vorige vergelijking over in 

/ ; )fa?-Wo* ±a?*)da? = ■- I— r-: \. 

Derhalve 

\s^V{(k^ ± ar» Wa? = 1— .' H I -. (5) 

Men kan daarenboven de herleidings-forraule hier zoodanig toe- 
passen, dat de exponent m met 2 verminderd worde. Te dien einde 

stelle men 

/r 11 

a?"»K(a*± #*)da? =: jx'^-^V{a^±:x*)xds = ± 5a?"*-i(a*±iP*)» 

«I — 1 t * 
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of, omdat 

Terkrijgen wij, na substitatie 

(— ö — jp«*V'(a* ±a?*)4jr = ± i— ^= — i- 



dus 



m + 2 
=F(^^)a*|-^«--V(a*±^«)djr . .(6) 

waardoor men, naar dat m even of oneven is, tot eene der reeds 
bekende integralen 

jV{a^±a;*)dx of fvia* ±if^)xdx, 

teraggebragt wordt. 
Door, in form. (5), m negatief te nemen, vinden wij nog 

J 9^ 



m — 2 4?»-^ 

a* t dx 



— f (Ti 

welke laatste integraal volgens form. (3) of (4) kan behandeld wor- 
den, In dezelfde onderstelling geeft form; (6) 

J a?"* m— 2 ar«-Hi "*"Vjn— 2/* J ir--4-2 

of, na verandering van m in m — 2, 

Vin— 4/ j a?« ~ (m— 4) «—1 J a?*— * 



Derhalve 



i V^(a*±ar>)(far 1 (a^±x^)^ 

Voor eene evene waarde van m, zal men neerkomen op 
ƒ1/ (a* db«*)da?; en zoo m oneven is, opj ^ <fa , waarvan 
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mj de waarde nog hebben op te sporen. Zalks kan het spoedigst 
geschieden 9 door 

te stellen , en de voorgestelde integraal alzoo te splitsen in 

J«?l^(a»±j?»)~Jl^(a>± a;*)' 
waarvan de eerste reeds hiervoren gevonden is. Wij hebben mitsdien 

Opmerkelijk is het geval vanm = 4, als wanneer men, zonder 
verdere integratie, uit (8) terstond bekomt 

(g* ±x*)dx _ _ 2 (g» ±a;^) ^ 

De biervoren verkregene formules stellen ons tevens in staat 
tot het integreren der meer algemeene vormen 



F 



XdxV(a^ ± x^) , ^^"^ 



\^ (a» + a;») — . V^ (a» — jf ») * 

waarin Jl eene willekeurige rationale functie van x voorstelt. Door 
in dezen laatsten den noemer rationaal te maken , gaat hij over in 

Op die wijze vindt men gemakkelijk 

dx ^ V^(l+a?j)4.l/(l— a;») 

1^(1+2?*) — 1/(1— a?«) ~ ïx 

+ ll(a?+i/(H-ar«))— IjBstn.or. . . (10) 
% 26. Wij kunnen de in % 24 gevonden integraal-formule 

tevens uitstrekken op het geval, waarin het wortelteeken een' drie- 
ledigen vorm a -f- j9a; 4- yx^ omvat. Het middel dat zich daartoe 
als van zelf aanbiedt, bestaat hierin, om de veranderlijke x te 
vervangen door eene uitdrukking van den vorm p^r + g ; p en ^ 
standvastige grootheden voorstellende, dan volgt uit de vergelijking 

g* -t-(pj? + ^)* = a + i9a? + /'«*, 

g*H-q!* = a, 2pq = p, p* = r» 
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en hierdoor geeft de vorenstaande formule onmiddelliik 
plv^{a+Pw+r^^)da; =: ^^ "^ ^^ l^ {a + fis + r^^^) 

Zie hier nog eene andere handelwijze waardoor men dezelfde 
uitkomst ook regtstreeks, en dos zonder het bijzonder geval van 
% 24 tot grondslag te nemen, kan verkrijgen. 

Men differentiere namelijk het product sV^ X^ waarin X de 
grootheid a+hx+ea^ Toorstelt, dan vindt men 

d.(xV^X) = (l/ZH ^^ ) dx = {2v^X —^)dx, 

dus 

of, omdat Tolgens form. (5) van § 22 



JX^X e 2cJ] 



dx 



^v^X 
komt er na herleiding, 

even als hiervoren. 

De waarde van f , ^ v^ 

\xl^ Xdx, 

laat zich onmiddellijk bepalen, door hierin voor x te schrijven 
'^^^^ " dan vindt men, omdat {5 + 2ca?)(ïar = dJ is, 

2c 

S 27. Daar de algemeene formules van S lö, zoo voor geheele 
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als voor gebrolcene waarden van m en n gelden, kan men daarin 
n == i stellen , waardoor nog de navolgende uitkomsten zullen ver- 

kregen worden. » 

X = a+hs + ex*. 

— (m—l)ajar-^l^Xdxl. . . (1) 

fx'dx __ J_( j«-n^j (2m—l)b r s^^dx 
jl/X «K^ 2 j l^X 



r ds _ 1 t ^-^ i (2m— 3)6 r do? 

Jariy-X ~ (m — l)atd?— 1 2 jar^-ii^X 



] x"^ ~ (m— l)a U«— » 2 / a?"*--i 



• • • 



(3) 



4-(w 






Bij het gebrnik der beide eerste formules zal men, voor alle ge- 

heele waarden van m , steeds tot reeds bekende integralen terngge- 

bragt worden. De beide laatsten vorderen daarentegen dat vooraf 

bekend zijn 

[ dx n^Xdx 
I en f , 

JxV^X J X 

welker waarden zich aldus laten bepalen. Voor de eerste schrijvende 

dx 



en vervolgens — = y stellende, verandert men haar in 

X 



-h 



dy 



welke integraal reeds gevonden is, en eene logarithmische of eene 
goniometrische waarde oplevert, naar dat a positief of negatief 
is (§ 22). In het eerste geval vindt men 



I J ^ 
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en in het tweede, 



h 



dx 1 ^ hx — 2a 

= r-r- B $in. 



De tweede integraal is wederom van de eerste afhankelijk. Immers, 
l/X a-^hx+cx^ a h "b + lcx 

zijnde, komt er 

j ^ ^ ^2JKX^ J^i/r 

S 28. Stellende a = O in de forrauTes (1) en (2) der vorige $, dan 
verkrijgen wij nog de navolgende dikwerf voorkomende integralen : 

^x'^{bx-^cx^)dx =: — - (x'^-Hbx + cx^)^ 
^ (m+2)c) ^ 

— (m'hi)^ fx'^-^)/{Bx+cs^)dx\ ; . (1) 

j\/(bx'{-cx^) mc( ^ -^ J \ r J V{bx+cx^)) 

welke , na verandering van m in 1 — nt , nog deze opleveren : 

f W(bx + cx^)dx _ 2 l{bx+cx^)\ 

J -pm (2m — S)b\ x^ 



+ (»i 



J ^pH»— 1 ) 



J dx 2 j l/(&a?-}-ca?>) 

+ (m — Ijc/" — \ . . a) 

en , door achtervolgende sabstitntiën , tot de reeds bekende integralen 

teraggebragt worden. 
Het is gemakkelijk in te zien, dat de voorgaande formules, na 

verandering van m in tw— — öf in «i-{— -, ook door de navolgende 

kannen vervangen worden : 

II. 5 
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f«"V'(& + cx)dx = ^ \ «"V'fft-l-c*)' — mi /«»- V(6+c*)dj» { (5) 

j (2m+3)c| ; ' 



f ^"^ ?_^a-v/(6 + c*)-m6f-^!-^j . . ..(6) 

}v(b + cx) ~ (im+m JV{b+cx]\ 

r^tM:ff)Él=-'fJL±^+im-l)c[^ . (7) 

j s- {m— 1)&^ ar— 1 , ^ J ^"^^ ) 



r dx 1 < l/(6+c^) 3 f do; ) 

j^n.y^b+cx)~ (m— l)6t 0?"*-! ^ ^' Jx^'V(b + cx)y 

% 29. Ten einde den lezer in slaat te stellen zich in de behandeling 
van irrationale integraal-vor^nen te oefehen , laten wij hier eene ver- 
zameling van dusdanige integralen volgen , met bijvoeging van hare 
waarden, welke zich met behulp der in deze les verklaarde leer- 
wijzen en algemeene formules laten bepalen. Die oefening zij hem 
ten sterkste aanbevolen , ter verkrijging der noodige vaardigheid 
in de toepassing der integraal-rekening, 

f— ^ =4^Btg,A 
J{a + s)Va; Va a' 

{y(^ZZf.\dx = Vx(a —x) — aB cos. V - 

a 2:27 — a 

= Vx{a — x) — - S COS.' ^ 

2 a 

ƒ' / X \ ^ « 2^ — — ö 
\/( )dx = — V9[a — x) — '^Bcos. , 
^a — x^ ^ o, 

■^ — — 1 * ""• »^(^^^ï)' 

J ^x-^b^ 4 

4 



r TTr 
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ƒ dx _ J2^ ( |/o(jr + h) — Vb{x + oQ 

xV{x+a)(x + h)~ Vah \ Vx \ 

{ ^f = _Iv//^=^) 

J(a + x)V{a^—x^) a'^Va + x/'. 

dx^ 1 fX — a\ 

(a+a?)K(j?»— a>) ~ o U-f-a>'' 

C dx ] a' -4- hx 



/ èx _ 1 .4 3?+ V V— 0^)+ ^— 1/(^*-^* )| 

/da? 1 jx+i/(x*-f-a*)-4-fi— v'{a*+5» | 

f ^^ _ 2 (5-^fl)(a-4r) 

j (i6H-ar)^(a»— ar») i/(6« — a») ^' (^4-a) (a +x)' 

1 „ a* -I- fiar . _ 

— Beot, — -, <^\»t 



^ 1 ,< ^(fl+ft) (g+a;) — V{a — l)(a — x) ) 

(6+ar)l/(a*— a?«) ~ 1/(0*— 6»)' (v^{a+ib)(<H-2r) 4-^/(0— i&)(a—a?)y' 

_ ^ 1 ( tt»+6a? — 1^ (g*— i&«) (g^— 3?>)> 

f dx ^ w% ^ ^/O* — ^'\ 

]{pt—x^)\^{a^—x^) bv'ib^—a^) a W—x^r 

dx^ 1 ( ftV^Co^— i?«)+ar]/(o»— &») f 

(62-f-ar»)v/(gï+jr») ^ï/(a>— 6*) ^* 61^(0 *4-a?') ' ^*' 

(6>+ar>)l/ (a»+J?*)~ 51^(6»— a*) \ V/(fc>-f-ar*) V ^"' 
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j ^j^'i^r^ «»* = '(^+1/ (*»-«*)) 






ƒ 

ƒ, 



ƒ 



\^ \x — o) (6 — o;) Kb-a' 

(c— x) l^ (o:— a) (6— o;) 1/ (c— o) (c— ib) (c— «) {h—x) ' 

2 ( i^ (g— c) {h—x) -I- v^ (c— 6} (ar— fl) ^ 



V^(;f — a)[x — 5) , 

dx 

X — c 

= 1/ (*— o) (^— i&) 4- (2c-Hi— i&) I ( l^ (a:— -o) + 1/ (^— ^) j 

+ 21/ (c— o) (6— c) ff <(;. 1/ (^ (^— «) 
= ]/ (jj—ö) (ar— ft) + (2c— a— 5) i j \^ {x—a) + \y{x—h) j 

( 1/ (JF C) ) 

f(^^^i-^) 1/ (5*— a:ï) (fa; == (a +^^} V^ (6«— ar*) +I5» JB «n. 1 

^ a7> ' 

§ 30. In al de tot dusverre behandelde gevallen bestond de irra- 
tionaliteit, in de functie X voorkomende, eeniglijk in vierkants 
wortels. £r blijft ons thans nog overig eenige der hulpmiddelen 
te doen kennen, welke bij het integreren van functiën , bevattende 
vrortelgrootheden van hoogere orden, kunnen aangewend worden. 
Beschouwen wij in de eerste plaats de zoogenaamde binomiale 
differentiaal-functiën, behoorende tot den vorm 

x^{a'\-hx'')pdx , 

waarin m en n geheele getallen , doch p eene willekeurige positieve of 
negatieve breuk aanduidt. Het geval , waarin m en n insgelijks gebro- 
kene waarden hebben , laat zich door eene enkele substitutie onmiddel- 
lijk tot het voorgaande terugbrengen. Had men bijv. te integreren 



I 
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x9(a + bx'')Pds , 

- en - onverkleinbare gebrokens zijnde, dan zou men stechts 

q r 

a? = y5T behoeven te stellen , ora die uitdrakking te doen over- 
gaan in 

waardoor de exponenten van y in elk der beide factoren alsnu geheele 
getallen zijn. 

Men kan vervolgens beproeven of het mogelijk zij den gegeven 
Torm rationaal te maken, of door eenige substitatie terag te brengen 
tot andere irrationale vormen , welker integratie geen bezvraar op- 
levert. Stellen wij te dien einde 



das 



en 



1 ^ 1-*. 

ml 

nb \ b ^ 

tn I t 

Hieruit blijkt dadelijk, dat ingeval een geheel positief ge- 
il 

tal is , men slechts eene rij termen van den vorm Ax^'^Pds zal te 
integreren hebben, zoodat de integratie uitvoerbaar wordt, bijaldien 
m + 1 z=r n of een veelvoud van n is. 

Is daarentegen een negatief geheel getal » dan leidt de voor- 
gaande substitutie tot 

welke, indien p = - is , rationaal kan gemaakt worden, door « = y^ 

s 
te stellen , hetgeen eveneens geschieden kan voor m z= — 1 . 

Een tweede kenmerk van dien aard laat zich afleiden door 

x*^(a-{-hx'')Pdx te schrijven onder den vorm 

d?"*"*-"/'(i5 -f- aar-» Wi?. 
Volgens het zoo even gevondene zal dus de integratie mogelijk 

zijn, indien of -^ hp een geheel positief of negatief 

getal voorstelt , of gelijk nul wordt, in welk geval men =it 

zal hebben te stellen. 
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De beide zoo even gevonden kenmerken zijn blijkbaar insgelijks 
geldig, bijaldien m en ti gebrokenf in plaats van geheele getallen 
aanduiden. 

Toetsen wij die aan den integraal-vorm 



j-v^j^r"- 



3 2 2 

Hier ism=--, n=: — - en p=-. Daar nu 

5 3 5 

m-hl . 8 3 2 « 

n ^ 5 2 5 

een gebeel negatief wordt , zal ook de integratie uitvoerbaar zijn. 

Stellen wij dan, ten einde aan de exponenten m en n geheele 

waarden te geven, x = y^^. De integraal verandert hierdoor in 



15fy*»(l 



'hy-'')W 



Zij wijders 1 +y*® = «, en dus y ^ (« — 1)^^ gesteld, dan is 
« . .A « ^ 1 dz 

waardoor men te integreren heeft 

De waarde der opgegeven integraal is derhalve 

§31. Voldoen echter de exponenten m, n, p niet aan een der 
voorgaande kenmerken , dan zal het rationaal maken niet mogelijk 
zijn, en er blijft, in dat geval 9 geen ander hulpmiddel over, dan de 
integraal tot eene andere te herleiden , waarin de exponenten m en|i, 
zoo zij namelgk grooter dan de ^eenheid zijn , kleinere getallen- 
waarden verkrijgen, waartoe bijzonderlijk dienen kunnen de reeds 
in S 20 gevondene formules , welke evenzeer gelden voor gebrokene 

als voor geheele waarden van p. Door p =±-, n=2,5=z±l 

en a=a^ te stellen, zal men tevens de verschillende integraal-vormen 

van $ 25 daaruit zien voortkomen. Is nu m oneven , dan wordt m + 1 

ffi 1. \ 
een veelvoud van n , en is m even , dan wordt — h p een geheel 
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getal ^ zoodat aan de beide kenmerken hier voldaan wordt, ten 
b]ijke alzoo van de mogelijkheid om elk der bedoelde integralen tot 
een' rationalen vorm te brengen. 
Bij het toepassen der formules Tan § 20 op het bepalen van 



I' 



zal men deze integraal steeds kannen doen afhangen ran 



I' 



waarin a en fi geheele getallen aanduiden , en m^pyn willekenrige 
positieve of negatieve getallen- waarden kunnen verkrijgen. Indien 
dan deze drie laatste exponenten aan een der voorgaande kenmerken 
voldoen, zal zulks klaarblijkelijk evenzeer plaats vinden na ver- 
andering van fn en ƒ} in m ± on en p ± ^, zoodat men het rationaal 
maken alsdan op eene vereenvoudigde worteluitdrukking zal hebben 
toe te passen. 

Het zal echter niet ondienstig zijn hier nog te doen opmerken » 
dat de aangehaalde formules tevens de bijzondere gevallen kunnen 
doen kennen, waarin de integratie ^ zonder eenige herleiding, 
onmiddellijk plaats vindt. 

Alzoo blijkt uit de forra. (2) van $ 20, welke, na verandering 
van m in m + 1 , overgaat in 

dat, indien de getallen w, n, p aan elkander verbonden zijn door 
de betrekking 

(«_l)n — (w-M) = a of ~3 pz=z — l, 

n 

men onmiddellijk verkrijgt 

(a4- bx-)p j^^ _^ ^^„Jl±l±l. ^j^ _|_j^ ^^^j^„^!l±3 

De voorgaande betrekking behoort blijkbaar tot een der gevon« 

den kenmerken, welke aanduiden dat de difierentiaal ; ; — r% 

door de substitutie van =:z, voor dadelijke integratie vatbaar 

is. Werkelijk zal men ook hierdoor dezelfde uitkomst als voren 
verkrijgen. 

Hetzelfde geldt van de formule (6), indien (p — l)n-Jrm — 1 =:0^ 
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1— « 

of — p=z — 1 , zoo mede van de formole (8), indien m — n+l =z O, 

n 

of — * = 1 wordt , als wanneer dete geeft 
n 

a?»-ïda? — 1 1 



h 



(a + frar*')/' nb{p — 1 ) (a-f- A j?»)p-i 

In enkele bijzondere gevallen knnnen de bedoelde algemeene 
formules onbruikbaar worden. Zalks beeft plaats indien de noemers 
der afzonderlijke termen nul, en deze dns oneindig groot worden; 
gelijk onder anderen in de formules (1) en (4) voor m + |m ^ O, 

oï — + p z=i O, Daar deze betrekking echter mede tot de ken- 
merken van integrabiliteit behoort, zal elk dezer integralen altijd 
te bepalen zijn door de substitutie van a + hs* = f x" . 
Immers, men zal vinden 

ƒ, , , f x'^'^'^dx f dx 
«m— 1 (n jL, hx*^]P dx z=: i = I 



l r ds l czpdz 






T 

welke integraal , indien p het onverkleinbaar gebroken - aan- 
duidt, na 2 = y' gesteld te hebben, den rationalen vorm 

aanneemt. 

Voor «1 = 1, worden de formules (6) en (7) eveneens onbruik- 
baar ^ doch de integralen 

ƒ dj? t{a + bx^)P dx 

x[a 4- bx'^y ' J X ' 

zullen door de substitutie van a + bx"^ = «•,ƒ)=:- zijnde, ge- 
makkelijk tot een' rationalen vorm te herleiden zijn. 

Stellen wij nog n =i 1 , dan blijkt uit het voorgaande , dat 

de vorm x'^ia •^ hxydx altijd rationaal temaken is, zoodra m 
of ook m-4-^ een geheel positief of negatief getal is, en wel in het 
eerste geval, door a + bs = i* , en in het tweede, door ^^ = «* 

r ^ 

te stellen. Het geval van m + - = O is mede in het laatste be- 

s 

grepen. 
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S 32. De meer algemeene integraal 

ƒ (a 4- fidf)"* (aj 4- 5|a?)* ds. 

m en n ^illekearige getallen Toors tel lende, kan ook gemakkelijk 
tot het Yoorgaande geval terug gebragt worden. 

Te dien einde stelle men a + hx = y , dus x =: ?— ^ — , 

b 

djf = -J^, en Ct+M = fli+/&i' T = <'-H/^y; 
zijnde namelijk 

-l--^ = «. en -^- = p. 
De te integreren functie i^ordt hierdoor herleid tot 

-y"»(a + ^y)«dy, 

en is alzoo rationaal te maken, indien of m of n of m+n een 
geheel getal is. 

Door de integratie bij gedeelten op deze laatste differentiaal toe te 

passen , zal men ƒ (a + ^5^)"* («i + i^i^?)* ds spoedig tot eene gelijk- 
soortige kunnen herleiden , waarin de positieve of negatieve gebro- 
ken exponenten m en n verminderen « en dus eindelijk waarden 
tusschen O en 1 bekomen. Men heeft namelijk 

\y'^[a+?yYdy = y""^MM-/gy)- _^L^^j («-f-^yHdy, (A) 

ofy omdat 

fy«-t-i (a + /9y)'»-idy = - Jy"»(a+/9y)My—| fy-(a 4- /Syj'-idy 

is , verandert (A) in 

+ na jy^ (a + i?y)"""^ dy. (B) 
Uit deze volgt nog , bij omzetting , en na vervanging van n door 

[n+i)ajy-^(a + PyYdy = _y« ^i(a4-/9y)«+i 

4- (m + n 4- 2) |y« (a + PyY -^^ dy. (C) 

De vergel. (A) en (C) waarin m en n vermeerderen , gelden meer 
bepaaldelijk voor negatieve waarden dezer exponenten. Indien wij 
nu alles wederom in s nitdrukken, dan geeft de vergel. (B), 
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(ia + hx)^{ai + bixYds = — — ; — - { (a -)- 5ir)"* + ^ («i+V)" 

J ü(m+n+l) * 

+ n (a,5 — afij) j(a + 5j?)'*(ai + 5ja?)'»-iJir} , (I) 

waardoor een der beide exponenten met de eenheid vermindert. 
De yergel. (A) en (C) geven voor negatieve waarden vanm en n, 

J (a+hxY*' b{m — 1)1 (a+bx)"^^ 

+«5'fi?i±v)r!^i . (2) 

J (a 4- bs)^-^ y ^ 



I 






(ai+i&,ar)« (n— I) (ai6 — «5,) ( (ai+ ft^xj^-i 

De formule (2) levert het voordeel op , dat de beide exponenten 
m en n daarbij gelijktijdig verminderd worden, hetgeen met de 
formule (1) niet het geval is. Men kan echter uit deze laatste 
eene andere afleiden, waarin die gelijktijdige vermindering insge- 
lijks plaats vindt. Te dien einde is het voldoende de gegevene inte- 
graal te herleiden tot eene waarbij m in plaats van n vermindert^ 
hetgeen door eene bloote letterverwisseling geschieden kan , zoodat 
men terstond verkrijgt , 

-f- m (ai&i — fli^) ƒ (fli-f- ^i^)* (a -4-5;r)'*-i dar?. 

Door nu in deze uitkomst voor n te schrijven n — 1 , en de hier-» 
uit ontstaande waarde van /(a+iSi?)* (fli+5jar)*— ^da? te substituere» 
in de formule (1), zal men, na eene geringe herleiding, bekomen 

- ,.;:!;?,7;;'i;M. fr+'-)-'«.+v)-^. . (* 



In het bijzonder geval vnn m z=. n, geeft deze laatste , 

n(aib — afii)* 



2(2n+I)5i5 



. ||-(a + btjc) La, + bj,x)y-^ dx , (5) 
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of, stellende aa^ = A, öjfi + afti = -B, bb^ = Cj 



2(2n+l)C J^ 



+ ^a^ + (7i?^^'•-ldr, 



wplke uitkomst met de ferm. (7) van $ 19 Tolkomen overeenstemt. 

S 33. Heeft men de gebroken exponenten, welke in de fanctie Xdx 
mogten voorkomen, met behulp der hiervoren verklaarde handelwijzen, 
tot de kleinst mogelijke getallen-waarden verminderd, en bestaat 
er alsdan geene mogelijkheid om de irrationaliteiten te verdrijven, 
zoo blijft er , in het algemeen , geen ander hulpmiddel over , 
dan de functie X in eene reeks volgens de magten der veran- 
derlijke grootheid s te ontwikkelen, en de integratie hierna op 
eene partiële wijze te verrigten , waardoor men de integraal insge- 
lijks in eene reeks uitdrukt, welke, ingeval zij convergent is, 
de waarde der integraal, zoo naauwkeurig als tot het oogmerk 
vereischt wordt, zal doen kennen. Deze wijze van integratie laat 
zich tevens met goed gevolg op andere soorten van difierentiaal- 
functiën, welker integralen onder geen' eindigen vorm te brengen 
zijn , toepassen , en zal later het onderwerp eener afzonderlijke les 
uitmaken. 

In het bijzondere geval dat X aangedaan is met wortel-groothe- 
den van een der vormen 

l^(a + bx + CS* 4- da?'), \^{a + bx+cs^ + dr* + ex*) , 

of met andere , die door geschikte substitutiën tot die vormen terug 
te brengen zijn , bestaat er mogelijkheid om door het invoeren eener 
bijzondere soort van transcendentale functiën, bekend onder den 
naam van elliptische functiën, en welker getallen-waarden vooraf 
in tafels berekend zijn, de ontwikkeling in oneindige reeksen te 
vermijden. De theorie dezer functiën , waarvan de gewone logarith- 
roiscbe en goniometrische fanctiën slechts als bijzondere gevallen 
te beschouwen zijn, heeft door den arbeid der voornaamste wis- 
kundigen van onzen tijd , reeds een hoogen trap van volkomenheid 
bereikt. Wij kunnen echter te dezer plaatse hieromtrent in geene 
verdere ontwikkeling treden. 
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Integratie van transcendentale differentiaal-functièn^ 

% 34. De integratie der transcendentale fanctiën van yerschil- 
lenden aard , kan geene zwarigheid opleveren , zoodra zij , door eene 
eenvoadïge substitutie, tot die van algebraïsche fnnctiën te her->> 
leiden is. In onze eerste les treft men reeds enkele voorbeelden 
dezer soort van integralen aan. Indien bijv. F eene algebraïsche 
functie aanduidt, zullen de integralen van de vormen 

jF(8in. f) eo8. <pd<p , / F(m. ^ d^ , 
jF(sin, ip , cot. <p) COS. tpé^ , / F(«tn. ^, cos. ^)d^^ 

JF{1 (a?) ) — » JF[e']€^dx , fF{a')dx , enz. 

gemakkelijk tot rationale of irrationale algebraïsche te herleiden 
zijn. Door namelijk in de vier eerste sin.^ = 2r, en in de drie 
volgende l{x) , c* , a* beurtelings nz y te stellen , veranderen de 
vier eerste in 

f Fis) dx , JFix) p^i^ ' JF{x,V{\-x*)) ix , 

de beide volgende in /F(y)dy, en de laatste in— f-^ — , welke 

nu allen naar de hiervoren verklaarde handelwijzen zouden kunnen 
geïntegreerd worden. 

Die herleiding wordt echter niet altijd gevorderd bij zamengestelde 
functiën van dien aard , en men zal dikwerf het doel spoediger bereiken 
door toepassing der integratie bij gedeelten, ten einde tot minder 
zamengestelde vormen, welke onmiddellijk integreerbaar zijn, te 
geraken, zoo als wij thans door verschillende voorbeelden zullen 
doen zien, hierbij met de exponentiale en logarithmische functiën 
een' aanvang makende. 
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S 35. Zij X eene algebraïsche functie ran s , dan heeft men 
%^or het integreren van uitdrukkingen van den vorm Xa'dx^ 

\Xa'dx = --1 — ~- ïa'dX. 

J l[a) la J 

Men stelle achtervolgens 

dX = Xidüc , dXi = X^dx , enz. 

coo geeft de vorige vergelijking , 






l{a) 

Op die wijze voortgaande, komt er door achtervolgende substitn- 
tien, de reeks 

(^ . ö' 5 TT ^1 ^1 ^8 . ^n-1 J -^ 1 f ^ 

J l(a)\ l{a) l\a) l\a) ^-'(a)^ l"(o)J 

Deze formule is alleen bruikbaar bijaldien Xn of -j- een minder 

samenges telden vorm oplevert dan X, zoo als met X = d?**, n een 
geheel positief getal zijnde , het geval is. Hen vindt als dan 

ƒ' ^ a' (, n n{n — 1) _ n(ii — 1)..2.1) 

l[a) \ a:l[a) ^ xH^[q) ^ xH-(a) S ^ 

Voor a •=. e verandert die reeks in 

W-dx=^;r-<ï-!;.^^L.+"<"-^)--^-M .(2) 

( x^ x^ ^* i ^ ' 

«n deze laatste geeft nog, indien men o; door oxen — ax vervangt, 

f*-'*-rf^ = <!f^^-»+'^...±!ï^l):^). .(3) 

j a l ax a^x^ a^x* ) 

e-«'a7»(- . n , n(n — 1) . n(n — I)..2.h ., 



ƒ• 



ƒ■ 



De functie Xt^dx is roede voor integratie bij gedeelten vatbaar, 
indien namelijk Xeene algebraïsche, en z eene zoodanige transcen- 
dentale functie van d? voorstelt, welker eerste differentiaal-quotiënt 
«enen algebraïschen vorm verkrijgt, gelijk bijv. indien men heeft 

X = f[l[x)), z = fiBiin.x) , ^-^ f{B tg. x)em. 

en f[x) eene algebraische functie van x aanduidt. 

Stellende nu jXdx z=z X|, of Xdx = dXi, dan geeft de integra- 
tie bij gedeelten 
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dz 



jXz^ ds — z*J^ — n fz^-^Xi ~ 



^ ds. 
ds 



Stellende verder 

dz , „ f^ ds 



IXi— ds =:jri, l-ïj, --ds :=z JT., enz. dan komt er 

J ds J dx 

/'«'•-IJ, ^dx =z ««-IJ, — (n— 1) As— 2J, ~ ds, 
J dx J dx 

|«--2 JT, ^ ^ = *'"''-^» - (n — 2) A-3X, ff djr, 



enz. enz. 

waaruit 



fXi^'ds = «-Xi — nz'^-iJC, 4- n(n — 1) r-^J, — enz. 

Zij JT = 1 , « = i(j7) , dan heeft men 
Xi = fXds z=z Xf Xi =: tXidz z=z x, J, = fXidz = o?, enz. 

en das, Toor alle geheele positieve iffaarden van n 

ƒ, / xj w>l* ** . "(** — 1) . *»(w — l)..2.n ,-. 

I«(.)d. = 0.11.) j l -^+ -^. . . ± -^,4— i . . (3) 

Schrijft men hier in l{x) = y, dan zal men voor ie'y"dy wederom 

de reeks (2) zien te voorschijn treden. 

Op gelijke wijze vindt men , door J = a;*-^ te stellen, voorde- 
zelfde waarde van «, 

a?" a?" o;" 

Xi = — , X, = -r- , X3 = --- , enz. 






De reeds hiervoren behandelde integraal jXa'^ds laat zich nog op 
de volgende wijze herleiden. Hen stelle namelijk 

jXdx =. Xij fXids = Jj , enz. 

dan heeft men, bij gedeelten integrerende, 

jXa'dx = fa'dXt = ^'^1 — IM fa'^Xids , 
ja'Xidsziz ja'dX^ = a'Xi—l[a) ja'X^dx , 
ja'X^dxzzn fa'dXi = a'X^ — l{a) ja'X^ds , 
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DerhaWe korat er na de vereischte substitatiën , 

Zij J = —, dusX, = r-^ZlT» -^i = 



;r«' " ' tt_i>«-i' ' (n— l)(n— 2) ;r«-2' 

Xi_i = ± —-— -. — , waarait volgt, voor alle geheele posi- 

tieve waarden van n, 

ra^ _ _ J 1 Z(a) 1 

J j;« "" ^ ( (n— l)s»-i (n— 1) (n— 2) ar'»-^ 

"*" (n_l)(n— 2)(n— 3)j;'-3' * * 1.2., (n— D.or f ^ 1.2..n— 1 j 'T" ' 

waardoor de integratie ternggebragt is tot de bepaling der waarde 
yan 1^ — , welke ecbter onder geen eindigen vorm , maar alleen 

met bebnlp der reeksen bij benadering te vinden is, zoo als ter 
zijner plaatse zal worden aangetoond. 

In het bijzonder geval van a = e en n =-, bekomt men de on- 

«indige reeks 

^^^^ o ^y J 1 2 2 2, 222,, ) 

welke blijkbaar voor alle waarden van ^ = of ^ 1 , convergent 
^al zijn. 

S 36. Thans tot de goniometrische funetiën overgaande, zullen 
wij ons in de eerste plaats bezig houden met het bepalen der inte- 
gralen van de funetiën 

d0 d0 
sin."* <p cos.^^ 

waartoe wederom de algemeene herleidings-formnle met goed ge- 
volg dienstbaar kan worden gemaakt. Men heeft namelijk 

Maar (sin .'•-V <^<w« * 9^^ = hin.^-^tpd^ — tsin .^q>d<p , 

zijnde, zoo geeft deze substitutie terstond, 
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diis 



wtt.V<^ = — ^ ^ + ( — ) jsin.'^'-^d^ , . (1) 



en , na verandering Tan ^ in ^\ 

4U 



lw#.*f>(f^ = — 1 -"+( ) jcos.'^-^^id^ , . . (2) 

waardoor das de exponent n, welke ondersteld wordt een geheel 
positief getal te wezen , door achteryolgende substitatiën , telkens 
met 2 verminderd wordt. 

Voor n =: 2,3,4,5 enz. vinden wij , met behulp der zoo even 
gevonden formules, 

ƒ1 4 2.4 

«n.* f>(ïf> = — - m. V co*.f> — r— m. ^<pcot.<p — ~-^ cm.j? , 
o 3.6 o. o 



enz, enz. 



ƒ1 d 

ƒ13 3 

leoBj^d^ = — co*. V <**> S' + s~^ <^o«. *^ «n.f + — - wi.^? , 

J o 3.6 3 .0 

enz. enz. 

en in het algemeen , zoo n even is , 

^^ n ( ^^n— 2 "^ (n-2)(n-4) 

3.5 ..n — 1 J 1.3.5..n — 1 . ^ .«. 

••• + 2.4.. n-2 **"-^i+ 2.4.6.. n ^ + ^' ' ^^^ 

^<in.c9( , n — 1 , (n — 1) (n — 3) ^ 

co«."^df> == — - ] cos,""-^^ -i eo«."-V +7 — sr; rrcot.""-^^ 
n f n — 2 (n — J>) (n — 4) 



3.5.. n — I J . 1.3.5.. n — 1 . ^ ,,v 

'-^ 2.4..n-.2 "*H+-2:4-:6::^r-^+^' -^^^ 



ï 
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<en zoo n oneven is, 

J » f n— 2 



2.4 • • fi — * I , ^ c\ 

•-^ 1.3.. «-2 1"^^' •<*' 



ƒ■ 



n — 1 



n ( n — J 



Het behoeft naaawelijks opgemerkt te worden dat, aangezien men 
elke magt van sin.^ of cos.^ in eene reeks volgens de sinussen of 
cosinussen van de veelvouden des boogs ontwikkelen kan, hierdoor 

levens gelegenheid bestaat, om ook /stn.'*7<f^ en jco$»*^d^ op eene 

dergelijke wijze uit te drukken. Aldus is bijv. 

ftttt.* ^d^ = ^ l(co#.*9 — 4co#.2s?-f-3)ds^ 

Door verandering van n in 2— -n, geven de formules (I) en (2), 

t d^ I coi.f n— 1 t d^ 

jsin/^^^ n — 2 m.**-^^ n— .2Jnfi.**f>' 

ƒd^ 1 m.^ n — l f d^ 

co*.*-V w — ^2 éos,*-^^ n — 2Jcos.*p 

waaruit bij orakeering volgt, 

ƒ* d^ 1 €os.^ n — 2 r df» 

f dy _ 1 ^iw-y tt — 2 f dy 

jco$/*^ n — 1 «©/.••-^y n — iJco^.^-V' ' ' * ^ ' 

Voor evene waarden van tt worden die integralen ternggebragt 
tot 

f^^ï^ z=z —cot.9f en f—- j- = ^^9»» 



en voor onevene, tot 



1-: — f en I; — -, 



II. 
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welker waarden nog moeten bepaald worden. Schrijyen wij te dien 
einde de eerste onder den yorm 



2^ z 
dan bekomen wij terstond 



t d0 1 

1^ =l.tg.:2^» W 

J<ttl.f> ^ ' 

welke , na verandering van ^ in - — 5? , geeft 

= ^(l±^^)=,(_f?f:^)..(lO) 

Voor fi = 3^4, 5 enz. , vindt men diensvolgens 

f df> 1 cQ^.y 3 gp^.y ^ y#/r L 



enz. enz. 



jcos.*^ 3 co*.» 9 3 

ƒ ' dy 1 m.^ 3 *^^*9^ i_ ^ y f /*-u*\ 

en in het algemeen, voor evene waarden van n^ 

rrf^_ cos.^ i 1 n—2 1 (ti-*-2)(n— 4) 1 

J m,> n — 1 |#tn.*-V n — 3 wn.*-V (^ — 3)(** — 5) «in.»- V " 

2.4.. tl— 2 1 ) . ^ 
1.3.. fi — Ss%n,f>) ^ 



ƒ; 
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df nn.^ \ 1 n— 2 I (n— 2)(w— 4} 1 

+ :: — 5 Q + 



en voor onevene waarden yan n, 

f dq> cos,q> \ 1 tl— 2 1 3.5..n— 2 1 i 

1 ^— - 1 .11.. I ■■ « ■■■■■« ^^, ■ I ■ ■ 1 

J5tn.v w— 1 «nn.*—!^ n — 3 «in.**-V 2.4..n — 3 m.'^t 

1.3..n— 2, 1 

r df?? iin.<p t 1 n — 2 1 3.5..n — 2 1 

jeo»/*^ n — 1 ho8/^i^ n — 3 cot,*''^^'" 2.4.. n— 3 cos^^\ 

. 1.3.. tl— 2-, ,nr 9>\ .« ,- . 

Merken wij hier nog op, dat de vier formules (1), (2), (7) en (8), 
ook regtstreeks nit die van S 25 hadden kunnen afgeleid worden, 
door beurtelings sin.yz=z s, en eo$.^ =r « te stellen , en alzoo 

die intelralen te herleiden tot de algebraïsche vormen ƒ— , 

/ dx JV(l-s^) 

Jx'' |/(1— -a?') 

De waarde van [tg.**q>d^ Iaat zich onmiddellijk tot < eene andere 

herleiden , waarin de exponent n twee minder bedraagt , door 
|^.*9 =: igj^^fp{8ec.^q> — I) te stellen. Hierdoor komt er 

ftg.yd^ = Aflf.— V. dt(7.^— Jtflf.*»-Vdf , 

1 f 

of ftg.yd^z=i — — <5f.*-V —Jtg*-^^d^ .... (15) 

en op gelijke wijze vindt men 

fcot.^^d^ = -cot.^-^^^[coL'*-^^d^ . . . .(16) 

De achtervolgende substitutie leidt, voor e vene waarden van ti, tot 
fd^ =t ?> , en voor onevene , tot 

ig.^dtp =1 — --^ = — l{toi.ip\ en UoX.<pd<p = I — : = H*««*f ); 

Derhalve heeft men, ti eotn zijnde, 

tg. "^^9 ig.'^^ip ,,_. 



ƒ 



cot/'^d^ = ~ + -:: — ^ ... T c<><-s^ ± f» + C' . . . (18) 
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en n oneven zijnde, 



ƒ 



„.■^=.!E:^-.aL^...±'i^±n^.^)+c : .(1», 

fcoir,ê^^-^^+'^...T'-^^±lisif'.9) + C. . (20) 
j n— l n^~'ó z 

S 37. De TOorg;aande integralen zijn allen begrepen in de meer 
algemeene f$in.^^ cot.^fdf^ 

wanneer men daarbij aan n en m zoo wel negatieve als positieve 
geheele waarden toekent. 
Door ein.qf = j; te stellen , neemt die integraal den algebraïschen 

^orm \x^{\ — x^) 2 dx aan, en kan als zoodanig behandeld worden 
naar de hiervoren [% 20) gegevene formules voor de integratie van 

w^{a + hoi^)fdx. Die vorm zal altijd integreerbaar zijn, dew^l 

n— 1 ,«i+l -in+l , n— 1 mr^n •*• r r 

-y-, of — - , of — 1 — = — - een geheel positief of ne- 
gatief getal voorstelt. 

Zonder echter tot de aangehaalde formnles toevlügt te nemen , 

kunnen wij ook op ƒ «in. «^^co^-^^d?» , regtstreeks de herleidings- 
formule toepassen, ten einde die integraal vaii anderen te doen 
afhangen, waarin de exponenten m en n kleinere waarden verkrijgen. 
Wij hebben namelijk 

sxnJ^fp eosJ^q>d^ z=zJsin.'^''^^cos/*^sin.^a^z=z--^i — r 

#tn."*"^^^ cos.^"^^^ ffi — 1 



n+l J 



n + 1 
of, omdat 

fsin,''^^^ co*.«H-2^(|^ zz= fs%n.^-^^cosJ*^d^-^jHnJ^^cos.^^d^, 
geeft de vergel. (A), na substitutie en herleiding» 

m + n wi-f-nj 

Door verandering van ^ in ^, en onderlinge verwisseling der 

exponenten, leidt men uit deze laatste formule, onmiddellijk de 
volgende af, 

«n.*»^ co*."^d^ =z ^ + lstn,^^eot.^—y>a^{2) 

m + n m+nj 

waardoor men thans in staat is de exponenten, die wij hier als 
positief aannemen, beurtelings met 2 te verminderen, en in dier 
voege eindelijk af te dalen tot fcos/^d^, en fsin/^d^, of tot 
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I eo9j^ sin,^d^ ^ en j$inJipcoi.^d<py naar dat de exponenten even 
of oneven zijn. Beido formules zullen altijd bruikbaar zijn, dewijl 
in de aangenomen onderstelling, m+^ niet gelijk nul kan worden. 
De vergel. (A) geeft tevens voor negatieve waarden van n, 

= r ; ; I = — «^ . . . (o) 

co«.*^ n — 1 cos/*-^^ n —1 J cos.''-^^ 

waaruit gemakkelijk afgeleid wordt , 



«m,»^ n — 1 <tn.**~V « — 1 J «in.**- 



3^ 



(*) 



Deze beide laatste formules, welke voor m = n, in (15) en (16) 
(S 36} overgaan , leveren het voordeel op eener gelijktijdige vermin- 
dering van beide exponenten. 

Voor evene waarden van m en n komt men op reeds bekende inte- 
graal-formules neder. Voor onevene waarden van n blijft er, in het 
geval van m^n^ nog te integreren over, eene uitdrukking behoorende 

sinS(pdip cos.^g>dg> 

tot de vormen , — : , waarop de form. (3) en (4) niet van 

toepassing te maken zijn, vermits zij voor n = 1 onbruikbaar 
worden. 

Beide integralen laten zich echter bepalen met 'behulp der navol- 
gende formules, die onmiddellijk uit (1) en (2) voortvloeijen , na 
beartelingsche verandering van n en m in — n en •— m , 

tsin.^^d^ 1 sin.^^^^ m — l tiinJ'^^^d^ 

\d(p 



(5) 



en voor n = 1 , «t» = 1 , geven 

cot*^ m — 1 j coi.ip 

— : 1. = co*.— V -+- I : . 

Men zal hierdoor teruggebragt worden tot 

j*^ = -«(««.,). en /^=.(«n..K 
BMr dat m en n even of oneven zijn. 



(Ö) 
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De voorgaande algemeene formaies kannen nog met het navol- 
gende tweetal vermeerderd worden, die insgelijks uit (1) en (2) 
af te leiden zijn , indien men daarin respectievelijk m en n door 2 — m 
en 2 — n vervangt; 

«n.*»^ m — 1 sin,^—^^ ^ m— 1 f }9in."*-^<p 

cos.^^ n — 1 coi,**^^^ V n — 1 / J cos.**-^ 

Soor nn hierin de exponenten m en n negatief te nemen, bekomt 
men eindelijk nog deze twee: 

^ dy __ 1 1 

+ (!l?±n=?) f. f ^ . (9) 

waardoor thans in alle mogelijke gevallen voorzien is. 

rit de beide laatste formaies blijkt tevens, dat, indien m en n 
van ongelijke teekens zijn, de integralen terstond bekend zijn in 
het bijzondere geval van m + n = 2. Men l^eeft alsdan 



r 



-d^» = — - t^.^-Vj 



welke nitkorast ook regtstreeks gevonden wordt door de integraal 
aldas te schrijven ' 

% 38. Hen zou de formaies (1) en (2) geheel kunnen ontberen 
bij het integreren van sinJ^<pco8.**<pdfy en zich daarbij uitsluitend 
bedienen van de formules (1) en (2] (§36). Immers, voor evene waar- 
den van n, zal men , n == 2|i stellende, voor het te integreren product 
kunnen schrijven 

welke, na ontwikkeling, integralen van den vorm jsinj^^49> *al op- 
leveren. 

Voor onevene waarden van n , heeft men te integreren 
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welker ontwikkeling leidt tot integralen vanden vorm jsin.^^dsin.^. 

Ten aanzien van den exponent m geldt dezelfde aanmerking. 
De integralen 

T^^ \"^-^^ 

€08, "^^ J8in/^^ 

zijn voor gelijke behandeling vatbaar , waardoor raén ze altijd kao 
terugbrengen tot 

oi tot I — V-> Icoi. ^ $%n.^a^ , I * .. t Istn. ^cos.^d^^ 
J cos.f^^ J J sin.f*^ J 

naardat de exponenten der tellers even of oneven getallen zijn. 

Wijders zij hier, met betrekking tot j . ^ ^^ nog opge- 
merkt, dat deze door splitsing dadelijk tot twee anderen van gelijken 
Yorm f doch waarin een der exponenten met 2 verminderd is , kan 
herleid worden. Te dien einde behoeft men slechts voor den teller 
te schrijven (sin^y + co$^q>)d<p , hetgeen de integraal doet overgaan in 

. d^ [ d^ 



{ ■ ^ + [ 

Door nu dezelfde splitsing wederom op elke dezer integralen 
afzonderlijk toe te passen , zal men eindelijk tot eene der voorgaande 
meer eenvoadige integralen teraggebragt worden. Op die wijze 
vindt men terstond, 

ƒ dfp f$in.^d^ r é,<p 

_ pfa.ydy Ain-ffdy fcos.fdy _ 1._1_ _^ 
J COS.* f J eot.f J sin.9 * eoi.*f 

( ^ - [ ^ . r J^ 

J m.*f> €08 J*^ J 8in.^^ eos.^ip J sin.^v 

. ^ 1 CO8,0 2 ^ 1 ^ . 

= iq,9 — €0%.^ — 1^ — ■--coL0=:tg»0 — leot.tp — --cot.*^. 
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Dikwerf kan de integratie gemakkelijker gemaakt worden , door 
▼oor den teller te schrijven, 

waarin de exponent fi zich naar die des noemers regelt. 

, dan gaat deze over in 

/(fifi.*^ +»co«.*?>)*d^ f d^ 2 [C09,ipd^ tco8,*^d^ 

r 

d^ fco8,^d^ tcos*^d^ 



^d<p fcos.^d^ te 

11 11 

2 «tn.'s^ 4 $tn^*( 



sin^^ 



'9 

S 39. Wanneer de goniometrische fanctiën met de boogen zel?enr 
vermengd zijn , gelijk onder anderen plaats vindt bij de integralen 
van den vorm 

j ^* sin.^d^ , ƒ ^* eos.^d^ , 

dan kan men ook hier de integratie bij gedeelten toepassen , om 
den exponent n aanhoudend te verminderen. 
Hierdoor heeft men dadelijk 

Derhalve komt er, n even zijnde , 
j^'^tin.fd^ = — ?»~coi.s9 +n^»-"'«in.^-|-n(ii— l)9>»-2|;o,,^..,. 

rpn(n — l)..2Acos,^ . . (1> 
j ^» eos,^dq> = SP* «n.^ -f- n ^'^^ coi.y «-*- n(n — l)^'^^ m .^. . . . 

±n(fi~l)..2.1m.f>. . (2) 

naar dat n van den vorm ip of 4p-f-2 is. 
Voor n oneven, verkrijgt men op gelijke Tvijze, 

jf>*'«w*?'tf?'==— ^'"^^w.v^ + n^^-^itn.sp... ^n(n— 1).. 2.1 m.^ . (3) 

\^*eo9.^d^ =: f)"iin.sp + ntp'^^cos.^ ... ipn(n— 1)..2.1 co*.^ . W 
naar dat n van den vorm 4p <*- 1 of -ip -H 1 is. 



VIJFDE LES. W 

Van meer zameng^estelden aard zijn de integralen van den vorm 

/ 9n tin .^^dfp en / ipn cos J^^dq> . 

Deze kunnen echter spoedig tot de voorgaande teraggebragt 
worden door sin,m^ en eoi.^fp in functie van de sinussen en cosinussen 
der veelvouden van ^ te ontwikkelen, waaruit alsdan partiële inte- 
gralen van den vorm A i^** iin.rfd<p , A j^^cos.r^d^ ontstaan , welke 

na substitutie van r^ =: ^' onmiddellijk , met behulp der vier voor- 
gaande formules, te bepalen zijn. Wij achten het niet noodig hier 
eenige voorbeelden tot verklaring dezer handelwijze bij te brengen. 
S 40. De goniometrisehe differentiaal-functiën kunnen dikwerf 
met exponentiale vermengd zijn, zoo als onder anderen met de 
navolgende het geval is, 

if^ cos.mfdf , e°^ êin .m^d^ . 

Hare integralen zijn gemakkelijk aldus te vinden. Men heeft 
namelijk, bij gedeelten integrerende^ 

e eos.mq>aq> z=z Z Ie ^sxn.mfdfp , 

m mJ 

e ^tm.m^dtp z=i — ü -1 \e ^cos.m^d^ , 

m tnJ 

uit welke beide vergelijkingen volgt : 

e^^cos.m^d^^zzz^ ^j^^» ;« . • . (I) 

J''^êin.m9d9=:{ a^^m* ^^ . . . (2) 



ƒ 



Zie hier nog een ander hulpmiddel, waardoor men deze beide 
laatste uitkomsten kan verkrijgen. 
Daar de vergelijking 

•^ a 

zoowel voor onbestaanbare als voor bestaanbare waarden van ^ geldt , 
zal men, hierin a door o + mi/ — 1 vervangende, daaruit afleiden, 

[e^'"^'"^''^^^d^ = je'"'{cos.m^ + V—\sin.mf)d9 

a+mV — 1 
= ê^(eo§,m^ + 1/ — 1 $%n.^)( \ . 
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De bestaanbare en de onbestaanbare deelen in deze vergelijking 
Tan elkander Acheidende, zal men bierdoor de formales (1) en (2) 
gelijktijdig bekomen. 

Op gelijke wijze zoude men , door in de formules (3) en (-4) ?an 
$ 35 dezelfde substitutie te verrigten , daaruit kunnen afleiden de 
waarden van 

hetgeen wij den lezer ter uitwerking orerlaten. 
De integralen 

laten zich , door ontwikkeling van sin.**^ en cos ."f volgens de sinus- 
sen en cosinussen der veelvouden van ^ , onmiddellijk tot de beide 
voorgaande terugbrengen. Men kan ze echter ook tot andere inte- 
gralen herleiden , waarbij de exponent n aanhoudend vermindert. 
Te dien einde hebben wij 

voorts 

ƒ«"'* 1 r 

waaruit men , na substitutie en herleiding , gemakkelijk vindt , 






ƒ• 

nji-l) f^9 sin.--2^d^ . . (3) 

en op gelijke vnjze, of ook, na verandering in deze laatste for- 
mule van 9> in s + ?* > 

|e*^co».»»fd^ = ^-^- ^—^ 1: 

waaruit men vervolgens gelijksoortige formules zal kunnen afleiden 
voor de herleiding der integralen 






stnrip 
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§41. Wij gaan thans over tot de behandeling der goniometrische 
integralen , uit twee- en drieledige Tormen samengesteld , en welke 
in de toepassingen der integraal-rekening dikwerf voorkomen, zoo 
als onder anderen de navolgende: 

e dfp f ^9 f ^9 

De eerste laat zich gemakkelijk tot een' eenledigen Torm her- 
leiden. Daartoe stelle men a'+i&' =:n>, az^znsin.a en bzzmcos.Ot 
dan heeft men 

t d^ Ir d^ 1 . l-+-m,(y--a) . 

Jasin.^ + bcos,^ n]eo$.(<p — a) n V co$,{<p — a) / 

Tolgens form. (10) ($36}. Hierin nu voor n en a hunne waarden 
substituerende» bekomen wij, 

t d^ 1 Absin.^ — aeo$.<p + V[a^ + b^)\ .- 

Jas%n.<p + b cos,^ Vta^-h b^) ' * itn.f -f- b coi,<p ' 

De tweede aldus schrijvende 



a^tg,'*^ + b^ 
verandert, na atg.^ = bx gesteld te hebben , in 



Derhalve 



i 1 ds _ j_^^ 
abjai^+l ab 



f d<p [dip e d^ 

ja*iw.V-+-**«>«.V ja*4-{6«— a>)co5.V J6«+ (a*— ft')«tn.^ 



9 



Door dezelfde substitutie verandert 



lrBtg.ltg.9. .(2) 
ab o 



f d^ . l f dx 1 x — 1. 

Ja^iin.^^ — b^cos.*9 abjx^ — 1 2a& \x+\f 
dus 
f # C dxp r d,<p 

2ab fa«<n.9?-f-5co#.^i 
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De derde integraal kan gemakkelijk tot de voorgaande terug- 
gebragt worden. Te dien einde stellen wij haar aldas voor, 



(a+ b) eos.^ "9+ (« — b) #tn.* - ^. 

3 2 



Is nu o) 6, dan heeft meo» volgens formule (2), na Terandering 

€0 

van s^ in ~, en van o en 5 in i/(a — 5) en |/(a-f-5). 

Is echter a < è, dan geeft de formule (3) op gelijke wijze 

I I V^(6— a) iin, - ^'+'V(h+a) cos. ^f | 



ƒ; 



d^ 1 IKV» — ujiin.- yr-Kii'-röjï^w.- 






2' ' ' ' '" "8^ 



Gebruik makende 'van de vergelijking 

] s* 

2Btg.s = B eos. , 

l+s» 

lal men bevinden , dat de formule (4) ook door de navolgende kan 

vervangen worden , 

,-4?_==_i-— Bco..f"-f?^\ . . .(6) 
Voor I — » kan men schrijven -Il ; ]d/f. 



ƒ. 



Derhalve komt er, 






Hieruit volgt verder 



]a + b€Oê.^ h h Ja+'beoê.^ 

waardoor deie integraal van de voorgaande afhankelgk gemaakt 
ia. Zulks tal evoiieer het geval t^n met 

df 



ƒ. 



m+biim.f+eeoê.^ 
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welke, na 6* + <?* = n*, 6= nsin.a en d = ücomm gesteld te 
hebben , overgaat in 



!. 



é<p 



a'\'nco8»{<p — a) 
waarbij dns insgelijks twee gevallen te onderscheiden tijn. 

!•. a^n, of o*>ft*4-c«, 

dan heeft men, volgens formule (6), 

dcp 1 « aco8,0 — a^-i-n 

_r :::z: Bcos, -^ 

a +bsin,^ + cco8.ip |/(a*— *6>— c*) a+nco8,{p — a) 

JtC08» 



ƒ. 



2\ a(^n, of a*<6*4-c», 

dus volgens formule (5), 
df> 

1 j n+aeo8»{^ — a) + \/{n^ — a^)8in.[^ — a)j 



ƒ; 



_ 1 

\6*-l-c*-ha(i& «tw.^t>-H?co»«^)-4-l/(5*+c*— a*)(c«tn.^ — heo8»<p 

Voor de zesde of laatste der opgegeven integralen 

/ dq> i dtp 

jar\-b m.*9P + e co8}<p j {a+h) «tn.*^ + (o-H) co8^^p ' 

vindt men terstond , met behulp van formule (2) 

f ^-ï- = \ Btg.Vl''^\t9.9. .(9) 

§ 42. Het integreren van uitdrukkingen van den vorm (a+6^^*?)*d^ 
kan geschieden door ontwikkeling volgens de magten van €08,^. Men 
verkrijgt alsdan ecne som van integralen van den vorm Ajeo8/9i9 , 

welker waarden wij reeds hebben leeren bepalen. Die ontwikkeling 
is echter niet noodzakelijk , dewijl men de integratie^ gelijk thans 
blijken zal» kan terugbrengen tot die van gelijksoortige fonetien 
waarin de exponenten aehtervolgens verminderen, zoodat men ein- 
delijk op[{a + bco8.<p)d9 == a^ +b8in.9 zal nederkomen. Te dien 
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einde differentiere roen het prodact 

dan komt er 

dX = |(m-+-co«.sp)*~* cof.9> — (n — 1) (m-|-co«.f)*-2(l — co«.V}jdf. 

Schrijyende thans voor 1 — co*.V> 

m* — co«.*^ + 1 — m', of (m + co«.^) (m — co».^») + 1— m*, 
dan gaat de vorige vergelijking in de volgende over, 

dX = j(m-|- co«.^)»-i C05.9P — (n — 1) (m +co«.f>)'»-i (m — eos,^) 

— (n— 1) (I — m') (m + co».f>)'»-2J ^ 
= \(nco8.^ — min — l))(m+co«.f>)*^i — (n — ij (j — ^jj (m-H;o*.9»)*-2J ||^ 
= |n(m + co«.^)» — m(2n — 1) (m +co«.f>)»-i 

— (n — 1) (1 — m«) (m + cos.^Y^^l d^ , 

waaruit y na integratie der afzonderlijke termen , terstond afgeleid 
wordt 

^ n n J 

.n— I 






a 
en , door hierin m = - te stellen , vindt men verder 
« o 

n 

waaruit tevens , volgens de reeds meermalen verklaarde handel- 
wijze, de navolgende integraal -formule wordt afgeleid 

ƒdq> 11 — i #tn.^ 

(a+b cos.^r (n— l)(a*— 6>) f(a+&co«.^)*-i 



(2n^3)o f .^"^ ^ _(n— 2)f- ^^ . ^ j . . . (H) 

J (a -f-o cos.f»)*»-' J (a+b cos.q>y^^ I 

welke ^ door achtervolgende substitntien , de waarde dezer inte- 

/d(p 


reeds hiervoren gevonden. 

Men zal wijders gemakkelijk inzien , dat de integralen 
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j(a*-^b*8in^^)f4^, ƒ— — ^^— _ , ((a^sin,^^ -f- i6«co«.V)*#, 



h 



dfp 



onmiddellijk tot de Toorgaande terug te brengen zijn. Hen stelle 
namelijk in de beide eerste 

dan gaan zij over in 

^;^. f(H-i5 co8.<P)ndiP , en 2«-i f , /^ ,^^ > 
en in de beide laatste 

dan veranderen deze in 

Zie hier nog de nitkomsten van eenige integratien, waarvan vrij 
de uitwerking den lezer ter oefening overlaten. 

, ^ ^ z= — ; BeoUVl )co8.^, 5>a 

ƒstn.f>d$? 1 t\^^ — ^i^ — h)cos,f ï ^ 

a 8in,^^ + 6 C08^^ 2l/a(a — h) ( Va + V(a — h)eo8,f \ * 

]a8in.'^<p^hco8.''q> Vh(a—h) "^ \ h ) ^ ' 

ja m.V+*<^o«.V 2l/6(5 — a) l\/lh^y(b — a) m.^ i * 

L z= _-llL Ii-i ; sin. - ?H- i^ '«^o** ï^ S^> 

m.f>(a+5 co«.?>) a*— 5* h+a 2 *— a 2 



ƒ 



1-H»>4- 2a co#.^ a 1+a «w.^ 



j,'*tg'9d9 - '^.^^^-^j^*tg.^'9dr'^f»''*tg.''-^Ap. 
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$ 43. Er blijft ons ten slotte dezer les nog overig op het nnttig 
gebraik te Vfïjien^ dat van de gonionietrische fanetien te maken 
is , tot Terdrijving der wortel o itdrokkingen in vele algebraïsche 
difierentiaal-fanctien voorkomende, ten einde de integratie dezer 
laatsten hier door onmiddellijk terag te brengen tot die der thans 
behandelde goniometrisehe fanetien. 

Nemen wij in de eerste plaats tot voorbeelden de integralen 

A/(a*— af«)<far, en ƒ1/(a*^-fl?*)d«, 

welke wij reeds ($ 24) hebben leeren vinden. 

Stellende in de eerste x = asin,^^ dan heeft men te integreren 
a*eos.*fd^. ifn is 

jeos.^<pdq> = l( ^dq> = jf+ jftn.2sp, 

en hierin voor ^ en «tn.f hnnne waarde in 9 snbstitaerende ^ be- 
komen wij terstond 

f|/(a»— af»)tf* = i a}B sin. ^ + - a?l/(a«— ««). 

Om de irrationaliteit in de tweede integraal te verdrijven, stelle 

men 

üd0 

X = atg,^f das d# = * en 

cos. ^<p 

Volgens het gevondene in S 36 , is 

waaruit, na substitutie der waarden van tg.<p en «e.^, volgt 
Op gelijke wijze worden de integralen 



ƒ; 



herleid tot 



a-+*|co#.- + Vd^, - • I — — r^ 






9^ 






VIJFDE LES, V -- 97 

Dezelfde handelwijze Iaat zich lérens op de integralen/—: , 

jvV+^ ^^" toepassing maken. 

Ora de irrationaliteit te verdrijven in / -— —, schrijve men 

JV(aas — hs*) 

deze integraal onder den vorm ^ 



f^- ds, 

JV(a-bx) 



en stelle verTolgens 

hx = asin.^^^ dus « = - «n.'f, en ds ;;=: H $%n.f cos.^d^, 

b b 

waardoor de te integreren fnnctie verandert in < — (J\ sitL^^^df. 

^ m.^"»~ V co^,y 2m — 1 r 

2 11 ** 
Deze vergelijking met den factor tt-Jt) vermenigvuldigende, en 

hierbij opmerkende, dat 

2 /ax«-i oc^-Hx 

vindt men gemakkelijk 

^^*»dd? a?"»-il/(fla; — 6j;*) t2m — 1) a r x^-^dx 

\/(ax^bx^) ~~ ^w "*■ 2m 6ji/(aa?— 5x*)' 

dns ook, door b van teeken te doen veranderen , 

r iF"»diF iF"*-V(a4?+6df*) {2m — 1) a t x*^-^dx 

jV[ax-\'bx^)^^ bm 2m b jy(ax^bx^)^ 

even als reeds in $ 28 langs een' anderen weg gevonden is. Zoo ook zal 

atiifu^df 
een' rationalen vorm aannemen, door « =:a lec.f , en dnsdx =; "TrrnP" 

te stellen. Zg verandert alsdan in 

II. ' 
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Wij zullen 'uit de in $ 29 ter uitwerking opgegevene integralen 
de twee navolgende kiezen, ten einde het voordeel dezer herlei- 
dingswijze op eene overtuigende wijze te doen uitkomen. 

da?_ 
Door jp = a $in.f te stellen , gaat die integraal over in 






ƒ< 



Is nu 5 ^ a , dan schrijve men deze onder den vorm 

O tg. tg,^ , 



volgens formule (2) (§41). 

Is echter h(^a^ dan laat zich de integraal aldus voorstellen, 

r d9 1 . (V{a''—h^)tg.9 + h . 

jiBVo#.V— (a*— i&*)«n.V 26K(a*— 6») \V(a^^b^)tg ip-^-b)' 

volgens formule (3) ($ 41. 

Na alles wederom in x uitgedrukt te hebben, vindt men 



ƒ, 



ƒ dx 1 ^ ir|/(5>— pi) 

(i5s_a?«) i/(a«— «») ~ 5|/(6»— o*) ^' fiï/(o»^ ar*)* * > ^ 

do? 1 |iri/Co«— i6»)+V(a«— a?«)i , 

W-rrr-L — r^. — r .; ■ ; ■■■■ '\ . ^<a 



(i6>— x«) 1/(0*— a?») ~ 2*i/(a»— d») lxVia*—h^)'^bV{a^—a^)\ 

[V(x^^^)dx 
J ai%—b* 

Men stelle hier jr = a «ec.^, dan heeft men, de integraal in 
functie van den boog ^ aitdrnkkende» 

[tg.fiin.^ d^ f df{l — eos.^f) 

ll> I ^ ' ■ r7— g> I - 

/ c<M.*^ aUee.^^—b^ Jeos.^ia^'^b^eoê^^) 

Jcoi.9 ^ Ja* — 



li 



Nu is 

eot.^d^ 1 



^ <^. -rr^^ — ïi\ '^•*-? 



fi»nn.V-H»»— ** Mo*—*') )/(«»— A») 

1 ^ bV{x*—a*) - 
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Derhalre komt er, met bijyoeging der standvastige Z(a), 



Men lal wel doen nog eenigc der ter aangehaalde plaatse opge- 
geven integralen tot voorbeelden te kiezen , om zich In de toepas- 
sing dezer handelwijze verder te oefenen. 
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Integratie door oneindige reeksen. 

§ 44. Wanneer X eene zoodanige algebraïsche of transcendentale 
functie Tan s is, dat de wsiorde van j Xdx oi \F{x)dx^ door geen 
der gewone balpraiddelen onder een eindigen vorm , dat is door 
middel Tan ivortel-grootheden , exponentiale fanctiën , goniometri- 
sche lijnen, cirkelboogen of logarithmen kan uitgedrukt worden 
blijft er geen andere weg OTer om tot de 'waarde der integraal te 
geraken , dan de ontwikkeling Tan F{x) in eene naar de magten 
Tan s opklimmende reeks, ten einde hierdoor eene reeks Tan partiële 

i?*dj? = 

onmiddellijk te bepalen zijn. 

Bijaldien nu de reeks, Tolg;ens welke men F(x) ontwikkeld heeft, 
conTergerend is, zal zulks eTcneens met die, welke de waarde der 
integraal Toorstelt , plaats Tinden. Men is dan hierdoor in staat, 
de waarde der integraal met den gcTorderden graad Tan naauw- 
keurigheid te berekenen. Immers F[x), Tolgens de reeks Tan 
Maclavrin ontwikkelende, heeft men 



a?* - ^ .... a?' 



F[x) = J?(0)H-J!',(0)ir + r,(0) — + F3(0) — + .... (1) 



dus 



ƒ 



ar* . « ,^. s* . « ,^. s* 



F(x)dx = (7+F(0)^+F,(0)— +F,(0)— +f,(0)2.^+....(2) 
Opdat nu de eerste reeks conTergent zij, moet de rest 

Toor toenemende waarden Tan n , tot nul naderen (V D. S 52). 

Voor de tweede reeks zal de rest zijn 

««-I-I 



1.2. .n+1 
Laat k de grootste waarde Toorstellen, welke Fn{x) tusschen 

O en X Terkrijgt, dan is iJ' < — — 7-;. Is nu de limiet Tan jR nul, 
dan heeft zulks ook plaats met -— — X — 7 = rx ; ; dus zal R' 

'^ 1.8.,n fi-f-1 1.2. n-f-1 

insgelijks nul tot limiet hebben. 

Daar wijders de reeks (2) ook Terk regen wordt door die Tan 
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Maglaurih onmiddellijk op /F(x)<ifi? toe te passen, dadrbij de waarde 

dezer integraal voor jt =z: O, door de standvastige C aanwijzende, 
blijkt hieruit tevens dat die handelwijze altijd bruikbaar is, zoodra 
de reeks (2) convergent is tusschen bepaalde grenzen van x , al 
ware zulks met de reeks (1) niet het geval. 

S 45. Eenige weinige voorbeelden zullen voldoende zijn om met 
deze wijze van integratie, welke van veelvuldige toepassing is , 
bekend te worden gemaakt. 

Kiezen wij daartoe 

1®. jae^ (a + bx^y ds , 

p een onverkleinbaar gebroken, m en n willekeurige getallen voor- 
stellende. 

Nu is , volgens de formule van Newton , 

^ a ' '• a 1.2 a* 

p(p-»-l)(p — 2) h*x^_^ ) 
TO Si"'*'""<' 

welke reeks voor alle waarden van jf, begrepen tusschen — ^-en 

a O 

+ 1^-, convergent is. 

Elk van hare termen met ds vermenigvuldigende, en vervolgens 
integrerende, bekomen wij, ter berekening van de opgegevene 
integraal, de reeks 

fs''{a+bs'')Pdx = aPar-^^l -+? ^ — - 

J \m + l a m-|-n+l 

p (p-1) 5» ^2. p(p_i) (p_2) 5» s^ \ 

"^ 1.2 a*m+2n+l"*" 1.2.3 a»m+3n-f.l"^ > ^^ ^ 

Valt s buiten de voorgaande grenzen, dan zal men de integraal 
onder dezen vorm schrijvende 

eene andere reeks, naar de afdalende raagtenvanj? geordend, voor 
de waarde der integraal ^bekomen. 

2^ Zij gegeven I , 

J * 

De bekende ontwikkeling van o* geeft terstond, 



n = II- 



+ J(«) 4- -j-^ + "2"^ + • • • • < «**• 
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Herken wij hierbi} op dat, amgecieii toot f — zoowel t{») als 

X 

)[— x) kan gesteld worden, en de Toorgestelde int^raal Toor alle 
mogel^ke positiere of negatieve waarden ran x, bestaanbaar blijft^ 
men zal hebben 

~ = J(±^)-H*W-f.^ + ^+....C. (2) 

waarbij na het bovenste teeken voor positieve en bet benedentte 
voor negatieve waarden van s te gebruiken is, 
In het geval van a = «, heeft men 



ƒ 



e'ds s* x^ 



s ^— ' • 1,2» • 2.3» 

Moet deze integraal bij s z:^ l aanvangen, en dus voor deze 
waarde van x nul worden ^ zoo vindt men 

e = - (H-jij+ ±._ ....}=_ 1,317902. 

Door a* = f en das x t:^ fo9*(<) te stellen , verandert de opge- 
geven integraal in 

en voor a = e in 

geldende hierin het bovenste of benedenste teeken, naar dat z > o( 
> 1 is. 

De bijzondere transcendentale functie door deze integraal voor^ 
gesteld 9 en welke, volgens Solorir enBsssEL, den naam van Inte^ 
graal-hgarithmus draagt, heeft, nadat Eulkb zich daarmede onledig 
gehouden had , het onderwerp van vele belangrijke onderzoekingen 
uitgemaakt, hoofdzakelijk ten doel hebbende het bepalen van de 
waarde der standvastige Cy in de onderstelling dat de integraal bij 
js = O aanvange, zoo mede het benaderen der waarden van die 
integraal voor gegevene waarden van s. Ons bestek gedoogt niet 
hierover verder uit te weiden. (*) 



Ji 



(*) Zij die den arbeid der genoemde wiskundigen betrekkelijk deze integraal , 
begeeren te leeren kcnneq , kunnen hieromtrent met vrucht raadplegen Lagaoix , 
Traite de caleul différint, et intégr» Topt. III , pag. 5ia «I feq, , en vofral heft 



ZESDE LES. 103 

S 46. Stellen wij ons nog voor Jl(l +« cot.^) df in eene oneiniiKge 

reeks uit te drukken. Men zou te dien einde deze logarithniische 
functie naar de bekende formule kunnen ontwikkelen in eene reeks 
volgens de opklimmende magten van cos.^y en hierna de partiële 

integralen bepalen met behulp der algemeene formule joqt Icos/^^df^ 

Langs dien weg verkrijgt men echter eene meer samengestelde en 
voor de berekening minder geschikte uitkomst, dan door eene 
ontwikkeling volgens de cosinussen der veelvouden van den boog f^ 
zoo als thans blijken zal. Te dien einde gebruik makende van de 
in onze Letsm over de Boogere Algebra (bladz. 295) betoogde reeks 

a* a' o* 1 

acos.^ — ~co*.2^4-5-ca*.3f — T-co^49?+cnz. = -l(l+a*'b2a«o#.f^),. 
2 o 4 2 

zoo hebben wij , na --^ — ^ =: n gesteld te hebben , 

1 +«* 

2a* 
l{\+ncos,f) zzz — l{l+a^) + 2aeos,f --co«.2f> 

, 2a» ^ 2a^ . , 

1— 1/(1— «n ,1^ , 2» . 

waarin a = ^ :, en 1 +a» = — is* 

n n 

Hieruit volgt dus, na vermenigvuldiging met d^f en^ integratie 

der afzonderlijke termen , 

ƒi(l 4- n cos.^) d^ z=z — ^ U — \ + 2a sin.^ — — m.2 ^ 

2 2 

-+'ïr«*'w.3^-^-2"a*itii.4j?4*enz., (5.) 

9 16 

waarbij geene standvastige vereischt wordt, indien de integraal met 
^ = O aanvangt. 

Schrijvende in de gevondene uitkomst 2<p voor ^, dan gaat 
l-f^ncof.^ over in 1 -Hft'-«2ii«tn.V = (l+«) (l— 'C*«n.*^) » 
waarin c» = =z gesteld is , en daar I -f-n = --^ . , 

zal men , na substitutie, uit de voorgaande integraal terstond de 
navolgende afleiden, 



artikel Integraal- logarithmus io b«t 11^9 deel ran het supplement tot KiüfrKLs 
Worterbuch der reinen Mathematiek^ bevattende tevens eene door Solorse bere- 
kende tafel van 4e i^etallen-waarden der bedoelde integraal voor onderscheideae 
waarden van ^ < en > l» 
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I' 



a* 



zijnde hierin a = ' 



2(1— «^ fin. V) d?» =r — 2f <(l+a} + « <<n.2 9—^ iinA 9 

1+1/(1— c»)' 

Hoet de waarde dezer integraal slechts tusschen de grenzen 

ft 
O en - hepaald worden , dan verkrijgt raeo deze vrij eenvoudige 

uitkomst 

ft 

S 47. Indien de fanctie X een prodact van twee of meer andere 
functiên van x voorstelt , zal het in vele gevallen verkieslijk zijn 
slechts een' dezer factoren in eene reeks, volgens de magten van^, 
te ontwikkelen, en alsdan te heproeven of de producten der ove- 
rige factoren met eiken terra dezer reeks, onder een* eindigen 
vorm te integreren zijn. 

Om zulks door een paar voorbeelden toe te lichteo» zoo laat 
gevraagd worden de waarde van 



f: 



m» 



V(ax — x^) (1 — bx) 
in eene oneindige reeks nit te drukken. 

Hier is X = -- — ■ n X 



l/(a4f— a?*) 1/(1—5*)* 

Nu ontwikkele men den tweeden factor volgens de opklimmende 
magten van x, dan komt er 

= (1 — hx)~^ = 1 + J^*-*- iTT ft^^^+- \' èV-l-enz., 



y(\—bx) ' ^ 2A 2.4.6 

welke reeks voor alle waarden van » hegrepen tusschen de grenzen 

±- convergent is. 
o 

Na haar met den eersten factor vermenigvuldigd te hebben, zal 
men eene reeks termen van den vorm : te integreren hebben. 

Volgens het gevonden in S 28 , form. (2), is 

ƒx^dx 1 i . „ ' . f ^\ f x'^-^d.v t 



Stellende 
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ds ^ , 2x 



V(ax — x^) a 



dan yindt men achterTolgens, 



ƒ, 






l/(as— s*) 2 

ent. enz. 
Deze waarden substituerende in de reeks 

y{ix—x*)(l—bx) ~ j|/(as— a?«)"^2 jy^ax—x^) 

^2.* 'j^/(as—ar«)^ 2.4.6 jl/(as— a:*) 
zal men hierdoor de gevraagde ontwikkeling verkrijgen. 

Moet de integraal te gelijk roet o; nul worden , dan zal de stand- 
vastige C vervallen. 

Voor het bijzonder geval , waarin men slechts de waarde dezer 
integraal tusschen de grenzen s = O en xzzza behoeft te kennen , 

als wanneer / — r; r- = n wordt, zal de reeks zich tot de 

navolgende herleiden: 

S -48. De integralen 

r dx (vy(^'*~^^^^ dx 

zijn voor gelijke behandeling vatbaar. Hen kan evenwel de bewer* 
king eenigzins vereenvoudigen, indien men deze uitdrukkingen 
tot goniometrische functiën herleidt, door bxzz^asin,^ te stellen , 
als wanneer tevens eene der wortel-grootheden wordt verdreven. 
Die substitutie doet de eerste der beide integralen overgaan in 

ƒd^ Ir d^ 

i^(a'^b* — a^b'*sin.^) ^ a^ jv{l—c*iin.^9) * 

ab' 
Kijnde hierin e = -— . ^ 

a b . 
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Is na m.f><^ of x(^-rj, dan laat zich de breuk 



c ^3" V/(l— c*m.V) 

= (1— c*«in.*f)""T, ïoo als bekend is, ontwikkelen in de oneindige 
reeks 

1+— <?*'*w.*^ + -l- c*nn.<^+-^-^c*itii.'9?+enz. 
2 2.4 2*4.6 

Eiken term dexer reeks ipetdfvermenifTaldigende, en Tervolgens 
integT'crende met behulp der vro^^er ($ 36) gegerene algemeene 

formnle joor jiiH.''<pdf, zal oien spoedig vinden, 

hs 
I zijnde hierin s^ = ^m. — . Door deze sabstitntie en die der waarde 

a 

van e is de voorgestelde integraal alzoo in eene oneindige reeks 

ff 
ontwikkeld, Tasschen de grenzen ^ = en ^=:-, bekomt men 

Ju 

j^ l/(l_c*«n.*?») 2 f ^^2/ ^ V2.4/ ^^2.4.6^ ^^ r ' 
De integraal Iv'/ ^ — -— Jite verandert door dezelfde substitutie in 

Daar nu 

1 1 1.3 

1/(1 — c* «11.^^) =1 — - c* Mn.*f> — --Y c*m.V — --l-2C*#ttt.«ïi>— enz. 

2 2.4 2.4«o 

komt er, 

1.3 -/1.3.5 A j K . 1*5 .^ , , 1.3.5 . \ V 

+ cn» (10) 
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waardoor das tevens deopgegevene int^raal bekend is. 
Tusschen de grenzen O en ~ , verkrijgt men 

— enz. > 

S 49. De reeksen (8) en (10) sullen blijkbaar des te sterker con* 
rergeren, naarmate e eene kleinere breuk voorstel t. Zij zijn echter 

de eenige niet, volgens welke ƒ — ^^^ . -; en fv/(I-c*sïn.'f)df^ 
kannen ontwikkeld worden. Onder de verschillende reeksen door 
de wiskundigen in lateren tijd gevonden, is er eene van den be- 
roemden LBaBifDiB afkomstige en welke volgens de sinussen der 
evene veelvouden van den boog opklimt. Wij achten het niet on- 
nuttig de fraaije handelwijze, door dien wiskundige daarbij te 
gronde gelegd , hier mede te deelen , ten einde den lezer nader 
bekend te maken met den voorraad der analytische hulpmiddelen , 
waarvan men zich in de integraal-rekening dikwerf metvrucbtkan 
bedienen. 
]Hen stelle namelijk 
1 



1/(1— c>«tn.» 
waaruit volgt, 



=1 A — 2Ai cos.2^ + 4il j eosA^ — 6A^ eos.699 4- eni. , 



ƒ. 



^ .-j~r = -4f — i<|#iii.2s»-|-iljm.49> — JjStn.ö^-f-enz., 

zoodat het hier slechts op aankomt de waarden der coëfficiënten 
il, ^1... in functie van e uit te drukken. 

Zij wijders V ::ra, dos (:*=:= , dan heeft men 



t ^ j ^ (H-a)«— 4a«n.V {i+a)^—2a[\'-co8.2fi) 
i-*'^stn. fi 1IS2 "^ 



« I' 1 1 ■ » ■ 



» ■ 



(l+o)' (!+•>* 

_ {n.«.2»»^-i)(H.„-^»/-') 

(l-f-a)« 
Derhalve 

1 2«i/— 1 — i — 2«i/— 1 ^ 

|/(1— c*nn.V> 



J 
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Men stelle verder , ter bekorting , « = jt , en 

P=z(l +(i:r)"^ = 1_- fliT + _!. aV — ^^ a V+ enz.. 

0=(l +-n = l-ias'l+l:?a«*-«-.i:?:-^»i^-3^.enI., 

47 Z Z.4 ^.4.0 

dan wordt _ — = (l -|-a) P (?. 

Uit het product dezer beide reeksen zal men , met in achtnemiog 
dat SP + x~-P := 2 coê.2p^ is, de navolgende waarden voor de onbe- 
kende coëfficiënten afleiden, waarvan de wet niet moeijelijk is in 
te zien , te weten t 

A = (i+.)|i+(i)'.M-(y)v+(Lg).,+^.j. 

* V 2 /'2.4" ■*"2' 2.4.6 "*" 2.4 •2X6::8 

. ,l+ax)l,3.5 , . I 1.3.5.7 , . 1.3 1.3.5.7.9 , . i 

^» = (-r)!2X6*'* + 2-2Xö'' +2r4-2AëXïö'''+*H 

. /1-H»xn.3.5.7 . . 1 1.3.5.7.9 . . 1.3 1.3...H ,. | 

^' = (-r)i2X6:8''+2-2X6Xïü*' +274-2747X2* -^H' 

enz. enz. 
J)e verhouding tasschen twee opvolgende coëfficiënten nadert 
meer en meer tot a ; de aangenomen reeks zal dus altijd convergent 

zijn. zoodra a<l, en omdat a rz: 7- — -— < c* is, zal de 

convergentie des te sterker zijn , naarmate e eene kleinere breuk is. 

In het geval waarin a niet zeer klein mogt zijn, en dus de reeksen , 
welke de waarden der genoemde coëfficiënten voorstellen, niet snel 
genoeg convergeren , is het verkieselijk deze coëfficiënten uit elkander 
af te leiden, met behulp der bijzondere betrekking tusschen drie opvol- 
gende coëfficiënten bestaande , en waartoe Legbitdre aldus geraakt is. 

Men di£Perentiëre de vergelijking 

1 

-J-. r = A — 2Aieo8,2^ -^ AA^cosA^p — 6^4, co*. 6a) + enz., 

V(\ — c*m.*^) 



a* + enz.{, 



dan komt er , 
1 c* sin. 2^ 

2 1/(1— c»m.V)' 



= 4ii 1 sin.1^ — 16ils iinAfp + 36^t 'tn.6$9 — enz. , 
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Yerraonigvuldigende thaïis het eerste lid der voorgaande yergelijlcing 

, 2(1— c* «in. V) 1. . j 2 , . 
roet ; ^, en het tweede met 1 + eos.2^^ welke 

beide uitdrukkingen identiek zijn, dan gaat het voorste lid over in 
— '- = A Jïn.2f — 2Aisin,2^ cos, 2<p+^A. m.29>co«.4<p— enz. 

Uit de gelijkstelling der beide producten zalmen, --- — 1 kortheids- 

c 

halve door n aanwijzende r de navolgende betrekkingen vinden 
tusschen drie coëfficiënten die op elkander in rangorde volgen. 

2.3 A^= AnA^ — A, 
3.5Ai = 16ni4,— 1.3^,, 
4.7^4 = 36nAi — 2.5A^, 
5.9 As = 64n^»— 3.7^5, 
enz. enz. 

zoodat alleen de beide eerste coëfficiënten A ^Ai door middel der 
reeksen behoeven berekend te worden. 
Stelt men wijders 

fl/(l—«* «in, *9>)d^ =:jB^+Jinfi.2s? — Bi8inA^+B^$in,6^^em. (a) 

dan is het ligt in te zien, dat de eerste coëfficiënt B de waarde 

voorstelt van I^V[l — c*m.>f)d^, welke wij reeds in de voorgaande 

S in eene reeks volgens de magten van e ontwikkeld hebben. Wat 
de overige coëfficiënten betreft, deze laten zich, zooals wij in na- 
volging van Legbndhk zullen aantoonen, gemakkelijk in functiën 
der coëfficiënten A, A^^ A^., uitdrukken. 

Te dien einde differentiere men de vergel. (a) twee achtereen- 
volgende malen , dan komt er , na eene eerste difierentiatie , 

1/(1— c»«ti.V) = B + 2Bieos.2^ — J^BieosA9+9BiCas.6^ — enz., 

en na de tweede, 

« 
t itn.^cos.^ _ 21^ ,t«.29» — 4*i,«t«.4f) + 6»J?,Hn.6^ — enz. 

Ingevolge de hiervpren aangenomen reeks voor ^ : ^ — » 

1/(1 — c^itn.'^) 

kan men in de plaats van het voorste lid dezer vergelijking , schrijven 



- c» «n,2 ^ I il — 2 i 1 eos.2 f + A A^cosA f — 6 il, cos.6 ^ + enz. } 
= tC* j(i4--2^)m.2^+(3i<,--i<i)«n.4f+(2i,— 4i44)«n.6^-f-enz.j. 
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Uit de gelijkstelling^ der beide identieke reeksen , volgt terstond 

4*B^ = ^(3A,^5A,), 

enz. enx. 

waardoor dns al de coëfficiënten S , met uitzondering van den eer- 
sten, oit de coëfficiënten A kunnen afgeleid worden. 

Wij zullen later gelegenheid hebben op de zoo even behandelde 
integraal terug te komen. 

S 50. De integraal-Torm 



h 



(1 + n nn. V) ^'(1 — ^^ »<«• V) ' 

is inqgelijks vatbaar , ora in eene soortgelijke reeks als elk der 

beide Toorgaande ontwikkeld te worden. Men stelle namelijk wederom 

(1 -f- n stn.*f ) 1/(1 — c* t%n.*^) 

— 6jP, cof . 6^ + enz. (p) 
dan is 

ƒ;r— ■ ," •■■ ,,; , . r=: P^'^PiSin.2p + P.iin.A0 
(l+niin.»f)v'(l— c«f<iuV) 

— P, m. öf + enz» 

De waarden der coëfficiënten P, JP|... laten zich aldus met 
behulp der hiervoren gevonden waarden der coëfficiënten il, il|. : . 
bepalen. 

üit de in $ 267 der Hoogere Algebra betoogde ontwikkeling 

waarm a = ■ , zalmen, na^ door ;r—-2f vervangen te 

ifi 

hebben» de navolgende kunnen afleiden, 

r-T~ =: — Il + 2a eos.20 + 2a* eosA0 + 2a' éoa.fkp H- enz. ! , 

zijnde hier kortheidshalve i/(l+n) = m, en -r^r —^ = 

= a gesteld. 
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Deze laatste vermenigvoldigende met de reeVÈ 
r— - = A'^2AiCos.2^ + AAiCot.Ac> — 6 J.(;oi. 6^+ enz., 

waarin wij de coëfficiënten A als reeds bekende getallen mogen 
beschouwen , zal men na herleiding van het product tot den vorm 
der reeks [fi) , uit de gelijkstelling der coëfficiënten , de navolgende 
vergelijkingen ter bepaling van P, P^ • • • verkrijgci;i » 

mP = A^2aAi + Aa^A^ — ea^Ar+ 8a*^^ — enz. , 

— 2iiiP, = a(mP-hi) — 2^, + 4aul,— .6a*^,H-8aU4 — enz., 
4mPj = aM»»^+^) — 2a^i-f-4ilj— 6a^3-|-8aM4 — enz., 

— 6mP, = a'(mP+^)--2a»il, + ia,<, — 6^5 + 80^4 — enz., 

8mP4 = a*(mPH-ii) — 2aU,-+.4a»il, — 6a^jH-8i^4 — enfc., 

en welke, zoo noodig, gemakkelijk tot een grooter aantal termen 
kunnen worden voortgezet. (*) 



{*) De zoogenaamde elUptiache fenotiëB , waarvan reeds ten slotte van § 33 
gewag gemaakt is , laten zich door geschikte substitutiën altijd tot een' dezer drie 
verschillende integraal-vormen herleiden: 

welker waarden in oneindig voortloopende feeksen wg thans hebben teeren bepalen. 
Ofschoon het hier de plaats niet zij omtrent de theorie dezer functicn in eenige 
ontwikkeling te treden , zal het evenwel niet ongepast zijn den lezer voorloopig 
bekend te maken met de bijzondere notatien waardoor men, in navolging van 
LsGSNDEB, den grondlegger dezer theorie ^ vrg algemeen gewoon is deze drie ver- 
schillende soorten functién uit te dmkken. Men stelt namelijk die der beide eerste 
«oorten begrepen in de vormen 

/ ^,, "^^ , V » /"l^ (l - et sin.tip) d9 , 

i' Ix^ ( 1 — c« sin^fp) J 

respectivelijk voor door 

F(ei9) en E(c^9), 

en die der derde soort, behoorende tot den vorm 



h 



(l4-« «».•»>) l/' (1— c« «n.» 9) 
door /r(n, e, 9). 

In elke dezer functién wordt het veranderlijke element 9 hare anip/t/u^, ende 
standvastige c, dié hier steeds < 1 ondersteld is, de modulus genaamd. Bg de derde 
soort draagt de standvastige n daarenboven den naam van parameter. De bijtoodere 

waarden welke deze functién tusschett de grenzen O en - verkrijgen, worden 

Z 

door f(c) , JE' (e) , en 77' (» , c) aangeduid , en deie laaisle heeten alsdan respeetivelijk 
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S 51. Het zal tlmns niet rooeijelijk yallen ook nitdrakkingen te 
bekomen voor de integralen 



mi-c-nn.»y)^^ en f- 
j m.^ Ji 



Door namelijk de wortel-grootheden even als hiervoren in reeksen 

volgens de magten van m.^ te ontwikkelen » zollen de partiële 

integralen, met nitiondering der eerste, te weten f— ^, allen 

den vorm jiinJ^^d^ aannemen , en dus als bekend te beschoawen zijn. 

Men zal wijders gemakkelijk inzien, dat de algebraïsche integralen 

n/U»— J8'ar«)djr t ds 

j irl/(a»— 6*a?») ' Jsi/(i* — J?*jr*) (a« — d*a?»)* 

tot de beide voorgaande onmiddellijk te herleiden zijn , door bx 
= asin.^ te stellen. 
Dezelfde substitutie toepassende op de meer zamengestelde integraal 



JuTi 



zal men deze hierdoor kunnen herleiden tot den vorm 

1 — c* iin.*^ 



^\VU — . . J^ )d<p 
J VI — v*****r 



welke onder anderen voor de navolgende behandeling vatbaar is. 
Zij 9 = r^, dus #tn.»^ = ^^'^ , dan heeft men te inte- 
greren 

2 /2 — Ci« + q«CO*.^l^ 

De grootheid onder het ^ortelteeken Iaat zich ook aldns schrijven , 

Cl* 

waarvan de tweede factor den vorm 

1 " 



eos.^' 



volledige functiên Tan de eerste, tweede of derde soort. Leaihdri heeft sich de moeite 
gegeren oitvoerige tafels der getalleii-iraarden van de fiinctiSn f{o,9), E(c,9\ 
zoo mede yan de logarithmen der Tolledige functiên F'lc) , E'(c) naauwkeurig te 
berekenen. Men raadplege omtrent de uÜToering yan dezen belangrijken arbeid, 
het II<^« deel yan zijn beroemd werk: Traite des fonctions elliptiques etc. 



1 
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aanDeemt; xijnde namelijk 



m = -r— I en 






,J-_1) 



Bierdoor verandert de intfgraal in 

n 



if/^c- 






enz. 



m-4-coi, 
De wortel-grootheid Iaat zich ontwikkelen in de reeks, 

1 -if — !^A - — f — ^!— V L./ !L_v 

2 Nm+co«.0/ 2.4^m + coi.^/ 2.-4.6 ^mH-co«.;^/ 

Eiken terra met d*Jf vermenigvuldigende, lal men de partiële 
integralen kunnen bepalen met behulp der in § -42 gevondene al- 

eemeene formule voor \- — ; -«, waardoor men alzoo in staat is 

" J (a + hcos,9) 

de voorgestelde integraal in eene oneindige reeks uit te drukken. 
S 52. De thans verklaarde wijze van integratie levert niet alleen 
het voordeel op, dat men hierdoor de waarden van sommige inte- 
gralen, die onder geenen eindigen vorm te brengen zijn, met den 
vereisehten graad van naauwkeurigheid kan bepalen, mnnr zij is 
daarenboven het meest geschikt, om vele bekende transcendentale 
functien spoedig in oneindig voortloopende reeksen te ontwikkelen , 
waartoe slechts vereischt wordt, dat de eerste differentiaal-quotiën- 
ten van die functien, gemakkelijk in dergelijke reeksen kunnen 
ontwikkeld worden. Aldus vindt men onmiddellijk de navolgende 
reeds bekende uitkomsten : 

= «— -«»+-«»— j«*H-eni. ... (1) 



5 = f(l— J?»+«» — ««-+-... )rf^ 



= ar — ^jT» + -ar» — -a?»-|-enï. . . (2) 

welko eeniglijk voor waarden van x zzz ol (^ 1 gelden. 

Bij deze en de voorgaande integraal vervalt de standvastige term, 
dewijl elk der functien tegelijk met x verdwijnt. 

Voor waarden van o; > I zal men, de breuk ontwikkelende 

1 . *+^* 

volgens de raagten van -^ , op gelijke wijze vinden 

X 

II. 8 
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1 Jl 1^ J^ 



Btg,s = C- -- + _-_^_ enx. 



De standvastige C laat zich hier niet hepalen door ^r = O, maar 
wel door s = 00 te stellen, waaruit volgt C =: — . Derhalve 

l^e,.a: = --- + 3^--3^ + ^-enz. . .(3) 

welke uitkomst ook zou af te leiden zijn uit de vergelijking 

Btg.af-hBtg.- = -> 

X 2 

na hierin, in de onderstelling van s > I , voorJ^t^, -, de ontwik- 
ar 

keling volgens de form. (2) gesubstitueerd te hebben. Deze laatste 
levert de lengte der bogen van O tot 45® op, terwijl de reeks (3) die 
van 45® tot 90® doet kennen. 
Even zoo verkrijgt men 

f dx r I . 1.3 , 1.3.5 . 

1 j?5 1.3 a?« 1.3.5 j?» , ,,, 

= a? + - u — — -f- enz, , (4) 

^2 3 ^2.4 5 2.4.6 7 ^ ' 

waarbij wederom geene standvastige wordt gevorderd. 

Daar men hier aan de wortel -grootheid het positieve teeken ^e- 
^even heeft, zoo is tevens ondersteld, dat de boog en zijn sinus 
gelijktijdig aangrocijen , waaruit volgt, dat de gevondene reeks 
niet geldig kan zijn voor bogen tusschen 90® en 180®; maar slechts 
van positieve of negatieve bogen tusschen O en 90®. 

Door verandering van x in d7l/— 1, leiden wij uit de voor- 
gaande reeks nog de volgende af. 
, X r dx 

1 a?» 1.3 aj» 1.3.5 a;' 

in X — — - — -4- — — — — -4- enz. 

2 3 ^2.4 5 2.4.6 7 ^ 

Met behulp van de in § 266 en 267 der Hoogere Algebra gevondene 
ontwikkelingen van 

sin,q> a^co8,<p 1 

I a —■ ■■ I " '• ■!■ I " .11. « dl - ■ ' ■ I • 



l^-a>-|.2aco«.^ 1 -f-a* + 2oco*.^ 1+nco*.^ 

volgens de sinussen der veelvouden van den boog ^, bekomen wij 
terstond 
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= -— al {sin. ^ — a sin,2^ ^a*itfi.3^ — • ent.) d^ 



a' _ o' ^ a* 



= rt j {co$,^ — o coi.2f -i- a^cot.S^'+' enz.) d?? 

o' a* a* 
= a«tn«f>— — #tn.2^-h-o''^***^^ T «tn.V-|-cn«. 

Z d 4 

Daar wijders (§41) 

heeft men 

A—n. \ 1/(1— n*) r d^ . 



=:-ƒ<•- 



9 
2a co<.s9+ 2a'co«.2^ — 2a'cof.3f -t- eni.) ds^ 



a' . ^ o» . a* 



=: 2 ^— a«»n.^ ^~"ö' ^♦♦^•^sp — x<*»-3ï»+ -r itn.V — eni. 

2a ,1-^x l^fl 



xnnde hierin a = of n = » Aof. %/( ) zzz 

^ 1+1/(1— n») l+a» ^°' "^U+n^ l-J-a* 

1 — a 1 — m 

Stellende nn 'ry- =m, of a = ïITj^i c schrijvende 29» voor ^, 

dan bekomen wij de reeks 

Btg, m t^.^ = ^ — a «11.29^4--^ ««. V ö* «tw.6f H-enz. 

Deze weinige voorbeelden zullen genoegzaam zijn om de hulp- 
middelen te doen kennen , welke de integraal-rekening oplevert 
bij het ontwikkelen' van transcendentale functien in oneindige 
reeksen. 
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Oi)er bepaalde integralen. 

% 53. Volgens hetgeen reeds in de eerste les Terklaard is, bekomt 
men de waarde eener bepcialde integraal, genomen tasschen de gren- 
zen ^ == a en s = 6 9 door die der onbepaalde integraal te zoe- 
ken voor elke dezer beide grenswaarden van x afzonderlijk, en 
hierna de eerste uitkomst van de. tweede af te trekken , zoodat , 

indien dF[x) z=z f{x) dx is , en das lf(x) dx = F(x) eene onbepaalde 

integraal aanwijst, men zal hebben 

7)dx = F{h) — F{a), 



J u 



waarbij f(x) steeds ondersteld wordt eene onafgebrokene fanctie 
van X tasschen de grenzen a en 6. In vele gevallen laten zich de 
waarden der bepaalde integralen spoedig vinden. Dikwerf echter 
levert het onderzoek van hare waarden moeijelijk heden op, vooral 
indien eene der grenzen oneindig groot wordt, waartoe alsdan bijzon- 
dere analytische hulpmiddelen gevorderd worden , welke wij thans 
achtervolgens zullen verklaren. Bepalen wij ons voor het oogenblik 
bij de zoodanige, die onmiddellijk uit de waarden der onbepaalde 
integralen , door substitatie der beide grenswaarden van het veran- 
derlijke element, zijn af te leiden. 
Zoo vindt men bij voorb. terstond , 

ƒ'! 1 ri dx 

^"^^^ = ST+i' m>— l, J -^ = 00. m>l 



O "O 



QD 

e^'dx =. co. 



e-'^'dx = -, I 

o ^ •'o 

/tl dx n f^ dx 'K 

V/(a>— 2?») — 2' j^ 0*+^» — 2a' 



o 

TT 



I eoi.fdtp = 2, r eoi,^d^ = 0. 
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Bc in § 25 gevonden algemeene formule 

geeft tusschen de grenzen O en a. 






o 
enz. enz. 



Dat , ingeval van m even , 



r a?"* (f ar _ {m—l) (m— 3) (m— 5) . . 1 ^ r—^^L—, 
^l/(a«— a?«) m (m— 2) (w— 4) . . 2 ^"* j l/(a»— ^»)' 

ra s'»«fdf 1.3.5.. m — 1 n 
•f j^yï^iZIii]^ 2A.6..m "'2 <») 

en ingeval van m oneven , 

r " x'^dx (m— l)(m— 3). ,2 ^_^ f» seto 

j^/(a>— o;») ~ fii(iii— 2}..3 ""* j^l/(a»— s>)' 

r» ^'"dj? 2.4.6.. m — 1 

^' j^V^(a»_^>) ~ 3.5.7.. m ^" ^ ^ 

Op gelijke wijze vindt men uit de formales (1), (2) en (17) ran 
S 36, m even zijnde» 

/T. , f^ ^ 1.3.5..m— 1 IS ,_- 



o 
n 

^T ^ 1 1 . 1_, . ir 



^«,..W^ = --^ --_... ±-:^l±-. . . (4) 



en m oneven zijnde , 



o Jo 3.5.7.. m 



(5) 



(*) Opmerkelijk is het dat de beide waarden van | sin.^tpdfp Trij spoedig tot 
ëc door Walüs gevonden uitdrukking (er bepaling yan het getal n leiden. 
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Dit de fonnale (2) ran $14 laat zich afleiden 

ƒ•"<!* 2w — 3 f" d« 
, (!+*»)- — 2K=^j, (l-H**)-' • 



W 



waamily door achtervolgende ▼erroindering van den exponent n, 
Terkregen wordt 

f *__^f_ _ Qn— 3) (2 n— 5).. 3.1 f'^_^l_ 



ƒ. 



of wel 

*» dar 1.3.5. . 2n— 3 it 

^ (l+s«)- " 2.4.6.. 2n— 2 '2 ^ ' 

Stellen wij nog in de formules (I) en (4) van $20, a = 1, 
5 = — ] , dan bekomen wij , de integralen tusschen de grenzen 
O en 1 nemende, de twee navolgende formules: 

ar— -M1--«'*)P dx = f a?— — 1(1— a?-)Pdx. . . (») 

De eerste geeft, na achtervolgende substitutiën , 
f^ w. X . f).(j>— l)(f^— 2)..2.1.nP fl ,^ 

ƒ p {m-+-pn) (w-h (p— 1 ) n).. [m+n) J^ 



o 
Das voor m = 1 , 



r(l-:r-)Pd* = r, , ''^'oV^m ^••''• 

Jo (l+n)(l4.2n),.(l+pfi) 



Hen heeft namelgk 

,7i 



I. 






f. 



. 1.3.6 . . 2r— 1 rt 3.5.7 . . Zr-^l 

sr 2.4.6.. 2r ï ^ 2.4.6 . . 2 r— 2' 



O 
Daar nu, voor toenemende waarden van r, het voorste lid dezer vergelijking bljjk' 

baar de eenheid tot limiet heeft, loo volgt hieruit terstond 

ft 2.2.4.4.6.6.8.8 . . ens. 



2 1.3.3.6.9.7.7.9.. ens. 
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en Toor n =: 1 

rl 1 2 3 o 

J^ in(m+l) .. (rn-f-p) ^ ' 

Voor n = 2enp = r — -j vindt raen iiit (8) 



lijnde , iogevolge het reeds vroeger gevondene, 

•i a?*— irfa? 2.4.6.. m — 2 



ƒ. 



^]/(l_a.i) 3.5. 7.. m — r 



m eren 



f^ s'^-^dx l.3.5..m— 2 n 

of I --jr = ^ , ^ r ••;;:, « oneven. 

J^V(l— ^*) 2.4.6.. m — l 2' 

Stellende in forra. (9) , n = 1 , dan volgt hierait , 
f «•«-1(1— a')'' da? = I a?«*-2(i_a?)Pdar 

(m4-p)(mH-p-l)..2-»^J/ ^ 
1.2.3 ..m — 1 



(p+1) (p+2) . . (m+p) ' 
welke oitkomsl dezelfde waarde oplevert als die, welke hierboven 
uit form. (8) is afgeleid. 

Door de herleidlngs-formale op de integraal je-^s^dx van toe- 
passing te maken t verkrijgen wij 

e-'^x'^dx == — — ^ \- j Ie—' x*""^ dx , 

en derhalve tusschen de grenzen O en oo , voor elk ran welke de 
eerste term in het tweede lid der voorgaande vergelijking verdwijnt, 

B-^x^'dx = - I e-^^x^-^dx, 

d O 

waaruit, voor alle positieve geheele waarden van n, verder afge- 
leid wordt, 

e^x^dx — — ;^q:^ (12) 

o * 

e-'x'^dx = 1.2.3..n (13) 

o 
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Zie hier nog de waarden ran eenige bepaalde integralen, welke 
men gemakkelijk nit de Troeger verkregen nitkomsten voor de 
onbepaalde integralen « tal kannen afleiden ($$ 29, 40, 41), 



é9 1 „ i/{tt»— 6«) 

B tg. , 6 < a 






/* dar I ^^64-V^(*'— «*) 



f^ (6»+ar*)V(a«+j;*) bV{b^—a*) 



00 w 



a«-4-«« • 



Tg 



' = — 7-^ ttBcos.^^ b ^ a 

a^b cos.^ |/{a* — b^) a 



n 






ƒ 






O a+6 «in.*^ + c coi}^ V[a+h) (a -|-c) '2' 

S 54. Alvorens tot de verdere behandeling van ons onderwerp 
over te gaan , zal het nuttig zijn hier eenige algeraeene eigenschap- 
pen der bepaalde integralen te doen kennen, welke, bij het onder- 
zoek naar hare waarden , dikwerf van toepassing gemaakt worden. 

Xdx 

in eenige gelijke of ongelijke deelen, x^ — x©, x^ — Xi^^.Xj^ — Si»-i, 
verdeeld wordt, zal men de opgegeven integraal in even loo vele 
partiële integralen, fusschen de opvolgende grenzen genomen t 
kunnen splitsen, en alzoo schrijve^, 

Xdx = I Xdx+ I Xdx., . -f- f Xdx. 

Deze reeds in § 5 vermelde eigenschap wordt, gelijk aldaar aan- 
getoond is, onmiddellijk afgeleid uit de grondvergelijking 

Xdx z=: F^fi)~F{a), 



I 

lijnde hierin F(t) := jxdx. 
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Uit dezelfde vergelijking volgt nog 

f Xia? = — jXds , 

auntoonende dat de tecicen* verandering eener bepaalde integraal 
overeenkomt met eene omkeering of verwisseling van hare grenzen. 
Bij eene verdeeling van het grensversehil fi — a, in twee deelen 
y — a en P^^jr^ heeft men, ingevolge de eerste eigenschap, 

fi^ Cr rfi 

I Xdx = I Xda; + 1 Xds. 

Ja ^a Jy 

Deze vergelijking geldt evenzeer ingeval de waarde van y niet 
tusschen de beide grenzen a en P gelegen is, en de verschillen 
;^ — a, fi — / alzoo met ongelijke teekens zijn aangedaan. Men 
onderstelle eerstelijk yy?, en das /? tasschen a en ^ gelegen, dan 
heeft men 

/r fP [ï 

Xdx = I Xdx H- I Xdx , 

^'fi [Y [Y fY ffl 

Xdx =: I Xdx — I Xdx =■ I Xdx + I Xdx. 

Op gelijke wijze vindt men , indien t' ^ a , of a tasschen y ftx\ p gele- 
gen is, -j -„ f^q 



Xdx = I Xdx -H I Xda?, 

y J V ^ a 



[fi [i^ fY 

dus I Xdx = I X(/x H- I Jdar. 

Is ;" het arithmetisch gemiddelde tasschen a en P, en heeft de 
fanctie X de eigenschap van tasschen a en ^^ dezelfde waarden t» 
verkrijgen als tusschen y en fi, dan zal blijkbaar 

fi^ [Y fi^ 

I Xdx = 2 I Xrfar = 2 I Xda? 

mogen gesteld worden. Derhalve heeft men voor zoodanige fanetien X, 
welker waarden onafhankelijk zijn van het teeken van x , 



f. 



* - =2r: 



Xdx == 2 I Xda?. 
Men zal dus in het algemeen kannen stellen « 

P F[x^)dx = 2 f'F(x^)dx 



(n 
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F[s*)dx = 2 I F(s*)ds (2) 

Is daarentegen de fanctie X Tan dien aard , dat sij tosschen de 
grenzen re z=: a , s = ^^ dezelfde waarden als tassehen sz^^enx:zzPt 
doch roet tegengestelde teekens aangedaan ^ opleTert, dan wordt 

I Idx = 0. Zoo vindt men bijv. , 

/o ^0 «'t 

S 55. Sobstitneert men in X Toor x eene andere Teranderlijke 
grootheid r, zoodat a;:=^(z) is, en Xdx hierdoor in Zdi overgaat « 
dan zal, indien Zq en s^ de grenzen van x zijn, overeenkomende 

met szzzXq en x=zxit de voorgestelde integraal f Xdx mogen 

Zds. 

Immers, Xdx=.dF[x) en Zdz:=zdf{s) stellende, zoo volgt nit de 
vergelijking Xdx = Zdx, 

F(x) = f(«)H.C, 

dus F(xt) = f{zt) + C , F(Xo) = f (Zo) + C, 

en J(s,) — f (so) = nz^) — /(lo) , 

Xdx = I Zdz. 

Uit deze laatste eigenschap vloeijen nog de twee navolgende voort : 

/ts + ö)da?= I f{j?)rfa?, 

I f lx — a)dx= I /(a?)dx. 

Door namelijk s + a = s te stellen , verandert f(x «4- a)dx in /'(x)dc. 
Wijders is z^=zx^ + a, en «o = *o + ö. <iu« 

f{x^a)ds= j f(x)dt = I f(i?)djr , 
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Op gelijke wijze betoogt men de juistheid der naTolgende ver* 
gel ij kingen : 



f[sPi — x)dw z=z I f{a)dx^ 
\ t{x)ds = I fix. 



-H^o — x)ds , 



f(x}dx = I /Ta?,— s)da?, 
a /o 



/•(a + ir)(ïj? = I f{a^Xi'^x)dJP. 
o • o 

S 56. Deze laatste vergelijking is , zoo als i;vij thans zullen aantoonen, 

bijzonderlijk geschikt om daaruit, roet behulp der methode van 

integratie bij gedeelten, een eenvoudig en streng betoog van de 

reeks van Tatlor af te leiden , waarbij tevens de rest onder den 

vorm cener bepaalde integraal voorgesteld wordt. 

Men heeft namelijk , ingevolge de algemeene herleidings-forraule , 

fFi(x—z)ds =z i Fi ix—s) + ƒ« F^{x—z)d* , 
fFi{X'-z)9ds = f! Fj(a?— «) + i fz^FJiX'^z)dz, 

JFJ,x—s)s^d» = ^F,(a:— «) + 1 (z^F^(x—»)dz , 

3 o 

enz. enz. 

Derhalve 

JF,{x—z)dz =. zF,(x—z) + ^ F^{x—z) ^ ^■^FJ.x—z).,, 

^ J1.2.3..II— 1 
welke vergelijking , na verandering van x in x-^h^ geeft 

fFi{x+h~2)dz = zF^ix + h—z) -^j^ ^j(^+-^— «)••• 

rz'^^F^fx^h-z) ^ 
^J l,2.3..n — 1 

Nemen wij thans de integralen tusschen de grenzen t = 0, « = ft, 
dan zal men elke dezer waarden van x in de termen der voorgaande 
reeks hebben te substitueren, en de uitkomsten vervolgens van 
elkander af te trekken. Daar nu 

I F^(x+h—z)dz = I F/*+«)dx = F{x-i-h) — F(x), 
•'o •'o 
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in de onderstelling namelijlc , dat Fis) eene onafgebrokene fancti* 
zij tusschen de grenzen s en jr + ^, bekomen wij, 

O 

welke reeks, indien zij convergent is, met die van Tatloi geheel 
overeenstemt. De reeks vnn Haclaubir laat zich nit de voorgaande 
afleiden , door j; = O te stellen « en vervolgens h door x te vervangen. 
Wij verkrijgen alsdan, 

!•(,) = F(0) H- sF,m + fL F,[0) . . + f :'ƒ'-' ^°| 

l.i 1.2. 3.. n — 1 



J^ 1.2.3.n— 1 



In de differentiaal-rekening vonden wij voor de rest der reeks 

van Tatiob , 

hrFn(sP+ih) 

1.2.3..n 

De overeenstemming tasschen deze uitdrukking en de zoo even 
verkregene in den vorm eener bepaalde integraal , te weten , 

laat zich aldus betoogen. 

In de eerste plaats merken wij op, dat deze laatste ook voor- 
gesteld kan worden door 



f 

J 1.2.3..n— 1 



di. 



Nu is deze integraal , met weglating van den standvastigen noemer, 
blijkbaar gelijk aan de som der producten van {h — a)"-^^?^ met eene 
waarde van Fn{s + z)t begrepen tnsschen de kleinste en grootste 
waarden, welke die functie binnen de grenzen z = en zz=h, 
verkrijgt, en nademaal deze functie ondersteld wordt daarbij hare 
continuïteit te behouden , zal de bedoelde tnsschenwaarde overeen- 
stemmen met eene van s gelegen tusschen O en ^ , en alzoo kunnen 
aangeduid wor.len door 
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f wederom ^ 1 tijnde. Diensyolgens hebben wij 

(A_i)«-iF,(ar H- z)dz = F^(x+ih) J (*—«)— Mr =— Fn{s+ih) , 
waaruit verder afgeleid wordt , 

J i.2.3..n-i '^^ - r2:3rn ^-f'-*"*) • 

o 
Even zoo vindt incn voor de reeks van DlACLAORin , 

J i.2.3..«-i ''^ = ƒ i.2 3..«-i "' = rïïx;^"^'*^- 

f' o o 

S 57. Na deze uitweiding over de reeksen van Tatlor en Mac- 
lAOHiii , keeren wij tot de algeraeene eigenschappen der bepaalde 
integralen terng. 

Zij F(s) =zfix). y(x)t en onderstellen vij hierbij dat ^(j?) hetzelfde 
teeken behoude voor alle waarden van ar, begrepen tusschen de 
grenzen x^ en a^n 9 <lan zal men , ingevolge de beteekenis der be- 

'T* 

paalde integraal f F{s)dx, voor deze mogen schrijven 

of, omdat de som der tusschen de haakjes besloten reeks kan gelijk 
gesteld worden aan de som der producten van gelijke teekens 

(Xj — ^1) ?{3Pi) , (i?3 — J?j) 9 W » . .^ . 

vermenigvuldigd roet zekeren factor f{X) , waarvan de waarde be- 
grepen is tusschen de verschillende waarden, welke /11j)> binnen de 
gestelde grenzen verkrijgt , zoo volgt hieruit 

j f{^) 9i^) tio! = fX) Hm. |(arj— j;,) 9? Wi-f- (^s — ^i) 9" W + «"«•{• 



dat it 






waarin nu X tusschen ar, en Sn zal gelegen zijn. Stellen wij hierin 
yoovf(x)fXf{x\ en voor f>(a:), _ , dan geeft ons de laatst gevondene 

X 

formule 

f'({x) dx = X^JT) P— = J AJ) l(— ) • • • (1) 
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Op gelijke wijze vindt raen, door ^(j?) zr te stellen , en 

f{x) te vervangen door {x — o) f{x) , 

pAxld* = {X-<i)f{I) f "-^ = (X-H.) f(I)l{^^). . (2) 



§ 58. Wij hebben ten slotte dezer les nog een punt te behan- 
delen, hetwelk reeds, bij de verklaring van het begrip der be- 
paalde integralen (!•'• les) , voorloopig werd aangeroerd. Wij be- 
doelen namelijk het geval , waarin de functie f{x), oneindig groot 
wordt voor eenige waarde van jr, gelegen tusscben de beide grenzen 
Xo en iPj , en alzoo geene onafgebroken functie van a? = x© 
tot a; rr: a^i, vormt. Alsdan verliest de bepaalde integraal het ka- 
rakter van limiet eener som van een oneindig aantal aan elkander 
sluitende elementen of producten f(x)dx^ waarbij x op eene onaf- 
gebroken wijze van x^ tot Xi toeneemt; en zulks uithoofde zich 
onder die elementen een bevindt, voor welke f[x) oneindig wordt, 
zoodat het daarmede overeenstemmende product f[x)dx^ insgelijks 
eene oneindige of onbepaalde waarde kan bekomen. Dezelfde om- 
standigheid doet zich voor, bijaldien f{x) hetzij voor eene, hetzij 
voor elke der beide grenswaarden van x oneindig groot wordt. 

Dat nu de in § -4 betoogde formule 

^f{x)ds=zF{h) — F{a) {a) 

in die gevallen geene regtstreeksche toepassing vindt, kan uit de 
twee navolgende voorbeelden blijken* 

— -- , dan geeft de voorgaande for- 

mule voor geheele positieve waarden van n, 

^ 1^ _1 1^ 2_ 1 

2n^'a2»~i — 2n— l' a^^ ~ 2n— l' «a—r 

welke uitkomst onjuist is, dewijl al de elementen der integraal 
pesitief zijnde, deze geene negatieve waarde kan verkrijgen. 

ra if-p ra ^^ ridx . 

Daarentegen is i —5,= ». en omdat I — =r 21 "5;^ " • 

volgt hiemil, dat de waarde der opgegeven integraal werkelijk 
oneindig groot is. 
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— » waarin p^x) insgclijk» 



r 



Toor X := O oneindig wordt. Volgeni de formule [a) zon men hebben 

*^ da; /ft\ 

— = l{b) - l(- a) = l{J- l{-l), 

zijnde eene onbestaanbare uitkomst , ofschoon al de elementen der 
integraal bestaanbaar zijn. Stellen wij echter 

f* ds r dx , f^dx 

alsdan verkrijgt de Toorgestelde integraal eene onbepaalde waarde. 
Om nu de toepassing der formule (a) ook op dusdanige gevallen 
nit te strekken, kan men, volgens Gauc ar, aldus te werk gaan. Men 
splitst de integraal in twee anderen , de eerste genomen tusschen 
de grenzen a en a, en de tweede tusschen de grenzen a en &, 
zijnde a die tusschen waarde van x, voor welke /'(ar) oneindig groot 
wordt. De berekening geschiedt na voor elke der partiële integra* 

f{x)dx te beschouwen als de limiet van I . f{x)dXf 

j ^ a 

[h .f* 

I f{x)dx ^ als de limiet van I f[x)dx, waarin ju, fi' twee po- 

^a ^ a-^- fit 

sitieve getallen beteeken en , e een oneindig kleine factor zijnde, zoo 
dat men te stellen heeft 



en 



f{x) dx = LimAl f[x) dx + I ƒ(*) dx {• 



^ dx 



ƒ0 dx ^ 
— , dan 
—o ' 

bekomt men 

^ dx .. i [-**' dx f* dx 






= "-!'(?) +'(;?;)t='(:)+'(f.). 

welke algeroeenc uitkomst aanduidt , dat de waarde der integraal 
geheel onbepaald is , dewijl de standvastigen a en jx daarin wille- 
keurige waarden kannen verkrijgen. Stelt men elk derzelven gel^k 
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a«n de eenheid, dan v^ordt de oitkonist /f-), door CAücBTmetden 
naam hoofd-waarde {valeur principale) bestempeld. 

— =:i(l)=:0, 

terwijl men {/-,^zijnde een onbepaald getal , tot algeraeene waarde 

bekomt. 

Zijn er meerder tusschcn waarden C|, a,, ..a„, welke aan de vergelijking 

= O öf f{x) = 08 vuldoen, dan zal men moeten stellen, 

f{x)ds = Lim. I flx)ds+ I {[s)dx 



b 



...+ r f{a:)ds\' 

Op gelijke wijze kan men te werk gaan ingeTcil eene der gren- 
zen of beiden oneindig worden , en /(ar) tevens voor cene derzelvo 
ecne oneindige waarde verkrijgt. Laten a en a' twee waarden voor* 
stellen , die meer en meer naderen tot de grenzen x^ en s^ , dan 
heeft men 

P {{s) ds = r f[x) dx + V fis) ds + Pfls) ds 

= ia — So)f{Xo + i[a~ s^)) + f f[s)ds +[s^—i')f(a'^i («t— a')). 
Tot de limieten overgaande, komt er 

I f{x)dx =z Lim. I f{x) ds. 

Aldus vindt men 

f"^ dx ., (*' ds ,. .m\ 



/«•djr = Lim.j «•djf= Km. («-'—«•') = 



-OD ,— OD.,^ -„ 



Cavcht heeft daarenboven eene bijzondere soort van bepaalde 
integraal beschouwd, door hem genaamd integrale définie singuliere^ 
ontstaande namelijk wanneer de beide grenzen slechts een oneindig 
klein verschil met eene bepaalde waarde a van s opleveren, en f(a) 
tevens oneindig groot wordt. In het gewone geval . dat f(s} hierbij 
eene eindige waarde bekomt, zal de integraal zelve klaarblijkelijk 
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eene oneindig kleine waarde verkrijgen. In de aangenomen onder^ 
stelling echter kan die waarde zoo wel eindig als oneindig groot 
worden, zoo als uit het navolgende zal blijken. 

Indien men namelijk in de vergel. (2) § 57 

rf(^)(ix = (x-o) fii) i (^^=:?) , 

Jxo ^^0—a' 

f{x), voor a? = a , oneindig onderstelt, daarbij Xq en jtj vervangt 
door a — fiSf en a — e, en voorts de limiet van het product 
(x — a) f[x\ voor waarden van x die meer en meer tot a naderen , 
door L aanduidt, dan verkrijgt men, uithoofde X, als begrepen 
zijnde tnsschen a — fie en a — e, slechts oneindig weinig van a 
verschilt, voor de waarde der voorgaande integraal 

f{x)dx = Lxm. 

a— * 

en even zoo 



ra-i-e i 

j f(x)dx = Lxl(-), 



a+ve 



welke uitkomsten eindig of oneindig groot worden, naar dat de 
limiet L eene eindige of oneindige waarde bekomt. 

Mogt de grootheid a zelve oneindig worden, dan zal men, gebruik 
makende van de vergel. (l) § 57 

f'*f(x)dx = Xf{X)l('^), 

en de limiet van het product (X)f{X), voor a: = oo , wederom L 
noemende, daaruit afleiden 

_l 1 

I '^ f(x)dx= Lxi(M). jl m dx=Lxl{^), 

Gavcht heeft zich van deze bijzondere soort van integralen , in 
verband met de hoofd-waarden der integralen, die onbepaalde uit- 
komsten opleveren, als een hulpmiddel bediend tot het opsporen 
der waarden van vele bepaalde integralen. Het zou ons, wegens 
de ruimte van stof, welke nog ter behandeling overig blijft , f e 

II. 9 
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Ter afleiden hieromtrent in bijxonderheden te treden, en moeten 
ons nit dien hoofde bepalen , hen, die van dat onderwerp meer 
Terlangen te weten, naar de schriften van genoemden wiskundige 
te verwezen (♦). 



(*) Hen raadplege hierbii onder anderen tgn Resumé des legons dotmées a VéeoU 
polytechnique sur Ie cahul infinitésimal , welks inhoad grootendeels OTergenomen 
is door Hoiaifo in xijne Lefums sur Is eaieul diffirenHel et intégral. 
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{Vervolg der voorgaande lee.) 



Eigenschappen eter Euleriaansche integralen van 

de eerste en tweede soort, 

ƒxf»dx 

welke , zoo als aldaar gebleken is , een des te zamengestelder vorm 
aanneemt y naarmate m en n grootere getallen worden, verkrijgt 
echter eene zeer eenvoudige gedaante , indien men haar tassohen de 
grenzen O en oo neemt. Wij zullen ons thans met het onderzoek 
naar deze bijzondere waarde bezig houden, en hieruit vervolgens 
eenige andere belangrijke uitkomsten afleiden. 

Wij vonden namelijk ter aangehaalde plaatse, mz=2p stellende, 

l + iF^ 2p\ 1 — xcos.a 

— 2:co«.(n+l)a /(l — 2a?co5.a+ j?*)>, 

waarin a =r l — s^-)^ is , en * alle positieve geheele waarden 

verkrijgt van O tot p— 1. 

Voor s = O rerdwijnt elk der beide sommen , waaruit de voor- 
gaande uitdrukking is zamengesteld. Voor s=ioo, heeft men 

j? iin.a ^ . tin^a 



Big.' '— — Big.-- 

1— dPco#.a 1 



eos,a 

X 



en 1(1 — 2^co«.a + dr') = 2l[x). Derhalve 

P ^^^^ _ iJ2!(w_ö)ji«.(n + l)a — l(ir)r(?o^.(fH-l}aj. 

J 1 -f- X"^ p f I 

Stellende nu , ter bekorting , 

(n-|.l)a = (2*+l)9', 4us 9 = ^—^. 

lp 
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dan hangt de waarde der integraal af van de sommen der drie 
eindige reeksen , 

êin.^ + sin.Z^ + $in,b^ . • . + «tn.(2p — !)?> , 
eos,^ -f- eoi.3^ + eos.5^ . • • + eo8.(2p — 1)^? , 
iin.^ -}- 3 tftn,3^+ 5 «tn.5^ . . . H- {2p — i) nn.(2p «3— l)^. 

Bij de bepaling dezer sommen kan men aldns te werk gaan. Men 
stelle de som der eerste reeks :^ X , en die der tweede = Y , Toorts 
^♦|/— 1 -—. y ^ (]ai| volgt uit de beide eerste reeksen 

Vy«_i/ y— y-^ 
cos.2p^ + V — 1 sin.2p^ — 1 

Derhalve 

y 1 — eo$.2p^ ^ sin. 2pf> 

ji — — 5—: , en / — — -; . 

Haar 2p^ = (n + 1 )^ zijnde » heeft men , ingeval n een even getal 

voorstelt, 

stn.2p^ = O , en cof .2p^ =r — 1 , 

waarait men onmiddellijk besluit, 

X = nn.y + «n.3^ . . 4- m.(2p — l)?» = — 



. (n -I- 1)» 

ftn. 



2p 

y = co#.9?-|-co#.3^ ..-Hco#.(2p — 1)^ = 0. 

De som der derde reeks kan blijkbaar uit die der tweede afgeleid 
worden, door differentiatie ten opzigte van ^. 
De algemeene waarde dezer laatste som is 

T = co*.f + eo«.35P • . +coi.{2p — l)^ = .' ■ - . 

24tfi.^ 

Deze difiërentiërende , komt er 

= «tn.^ + 3stfi.3y' . .-l-(2p — l)m.(2p— l)j? 

1 i$in.2p^eos,^ 2peos,2p^k 

2 f «tn.*^ nn.^ (' 

welke nitkomst, voor 2p^ = (n + l)9r, herleid wordt tot 

P _ P 



Wij verkrijgen hierdoor 



êin. o 

2p 
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Sasin.[n'i-l)a = ~ 2^(2*+ 1) »tn.(2fc+ l)^» = 



2stn, — r — 

en l(x)Scos.{n+l)a = l(x)i:eo$.{2k + l)^ = O. 

Das, in het geval van n even, 



ƒ 

'O 



2p ""-(-ir)" 

In het geval van n oneven, als wanneer sin,2p^ = O en eos.%p(p = 1, 
geven de voorgaande uitkomsten , 

J=0, r=:0,ra«n.(n-M)a=f- X r^=— "" 



2p m.^ 2^n (»+0'^ * 

viraaruit blijken zal, dat de uitkomst in formule (1) vervat, tevens 
voor onevene waarden van n , en alzoo voor alle mogelijke positieve 
en geheele getallen -waarden van n, geldig is. 

Voor m = 2p+l, moet namelijk de uitdrukking 
2 



- I J?(7r — a) »fn,(n + l)a — i(a;) S cos.(n +\)a\ 



2p + 

nog vermeerderd worden met den term ± ^ — ï » naardat n even 

2p — }- 1 
of oneven is ($ 16). 

Daar echter a =: f- V» «n dus ^ = i- is, zullen 

>'2pH-l/ 2p + l 

de sommen J^ en F thans van waarde gaan veranderen. 

Immers, in het geval van n even, heeft men 

m.2p^ = m.((n+l)ïr — f>) =: m.^, 

I— (?05.2p9? I4-C05.9 

Derhalve J = ~— : = ^ . , 

2$%n,^ 2stn.9 

jr 8in.2p^ _^ 1 

2 9tn.^ 2 ' 

en = - ] — - +2p -:— ^1 = ( ^^ jcol.^, 

waaruit verder volgt , 
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2:«««.(«+i)« = -(-^-— ). 

/{a?)i?fOi.(n+l)o = ^ i(ir). 
Door substitatie dezer waarden vindt men, met bijyoeging van 



den term 



ƒ, 



*** a;"da? ic 1 



Is daarentegen n oneven, dan heeft men 

m.2p^ = — iin.^, eoê.ip^ = co#.^, 

y 1 — co8.^ 1 dT /2p+lx eos,^ 

~ 2$in.9 ' ~ 2' d^ ~ \ 2 /iin^* 

en men verkrijgt, na bijvoeging van den term — ^ * wederom 

2p-f-l 

dezelfde uitkomst als de vorige. Wij besluiten hieruit, dat men, 
voor alle geheele en positieve waarden van m en n , zal hebben , 

X'*dx TT 1 



ƒ 



ƒ 



mits tl ^ m*— > 1 zij. 

Stellen wij verder rc"* = y, en =:a,dan verandert de voor- 
gaande integraal in 

"0- = ^ e, 

^ 1 + y «tn.aar 

waarin a een meetbaar positief getal ^ I voorstelt. 

§60. Deze opmerkelijke uitkomst, welke het eerst door Edlbk ge- 
vonden is, en, gelijk later blijken zal, eene voorname rol speelt 
in de theorie der bepaalde integralen, is nog voor andere regt- 
streeksche bewijzen vatbaar, waaronder het navolgende, wegens 
zijne meerdere eenvoudigheid , verdient gekend te worden. 

jpfl — ^dx 

in twee andere; de eerste ge- 

nomen tusschen de grenzen O en l , en de tweede tusschen de 

grenzen 1 en os, dan hebben wij, door ontwikkeling van het ge- 

1 
broken7---j volgens de opklimmende niagten van j?, 
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= ««-1 X^+ *»+* — jya-i-2 ^ enx. 



dus 

o 



1+* 

*s»-ï(l* 1111 



i« H-« ~a H.a"^2+a S + a"*"^"**' 



zijnde a hierbij positief ondersteld. Verder is, voor waarden van 
Dus a ^ 1 zijnde, 



ƒ 



^sf-^éx 1 1 1 

—enz. 



1 l-f-s 1 — tt 2 — a 3 — a 
waaruit, door zaraenvoeging der beide reeksen , rolgt 



ƒ 



00 



a?«-'di?_l il 1 I_^^ 1 \ 1 



1 + a? a 1 — a l-t-a 2 — a 2 + a 3— a 3r4-« 

— enz. 

Om de waarde dezer nieuwe reeks te vinden» nemen wij tot 

grondslag de bekende formule (*) 

ar a 2 — a 2-|-a 4— a 

'^T= i=i* -^^ -t::^ a+S*"'- 

Hieruit vindt men 

\[iQ.~)— I(a)— ï(l— a)+«2— o)— i(l+a)+i(2-Hi)— «(3— a) + eDZ. 

en vervolgens, door differentiatie ten opzigte van a, 

TT 1. 1 1 l 1 1 



lin.ax a 1 — a 2 — a 1+a 2H-a 3 — a 

— enz. 
Derhalve heeft men voor alle mogelijke positieve waarden van a ^ 1 » 



ƒ, 



1-f-s fin.OTr 

o 



Door substitutie van ^ voor x, leidt men nit deze formule bij om- 

GD 

keering af, de hier voren reeds gevonden waarde voor 1 , welke 

als nu blijkt tevens voor willekeurige positieve waarden van ti en m , 
geldig te zijn, onder voorwaarde nogtans van n ^m — I. 
§61. Het vervangen van het veranderlijke element eener integraal 



(^) Hoogere Algebra^ p. 278. 
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door een ander , waarvan wij zoo even een voorbeeld gaven , opent 
dikwerf den weg tot het vinden der waarden van nieawe integra- 
len y die anders minder gemakkelijk zouden te verkrijgen zijn. Zie 
hier nog een paar voorbeelden ter toepassing van dat hulpmiddel. 

Schrijven wij in de gevondene waarde van 1 , eerstelijk 

n— 1 voor fi, en vervolgens m — n voor n, dan komt er, 

i-f-jr"» '. Jsr' 

o ^^ m fin. — 

f» 

1 -4- a;"» """ . /TO — n\ nn 

o ^^ m$%nA )Tz m sin, ^ 

Derhalve 



o ï+^"~io 1-H^- ~j^ l-hx« "^j 






Stellen wij thans in deze laatste integraal o; =- , dan zijn de 

overeenkomstige grenzen van y, 1 en O, en wij vinden spoedig, 
na volbragte substitutie 

i Tf^ — J^ 1-f-y- J^ H^ ' 
Gevolgelijk 

.00 — ,^ -lr>r«»-i 



1-f-a?'^ ~ j 1 +a?«» ~ tn sin.— ' 

Zij nog «* = ■;^ gesteld , dan volgt hieruit 

dJf dx d« ,, , ^, dx di i« 



(O 



a? «(l--5«) » a?(l-|-ar«*) « |^(1— «"»)• 

en omdat de grenzen vnn « zijn O en 1 , komt er 

ƒ» d?»»-i(|j? rl «*»-'dz n 

^ I+a?- = jj:^(i_;5«)- ~^ . ^ . . . . (2) 



mtin. 

tn 



Voor n er 1, m = 2, vinden wij, zoo als behoort, 

r^ i 

S (52. De integraal I l(')p-^dx, waarin p eene willekeurige waarde 



1 
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heeft, Iaat zich als eene bijzondere fanctie van p beschouwen. Men 
ia gewoon haar, in navolging* van Lsgeitdiie, door r{p) aan te dui- 
den. Stellende hierin x = fl~*, dus Z(— )= «, en da? = — «~=d«, 

ar 
verkrijgen wij , omdat de met rp = O en ^ = 1 overeenstemmende 

grenzen van x sijn os en O, 

''o o 

Voor geheele positieve waarden van p, is reeds gevonden (§53), 



ƒ 



9 



e-^'zP-^ds = r{p) r= 1.2.3...p— 1 

dus ' r(p) = (p— 1) r(p-i) (I) 

welke betrekking insgelijks voor willekeurige positieve waarden 
van p > 1 zal gelden, vermits uit de vergelijking 

I e-'zP-^ds = {p — 1) I tf-'«P-%«, 
Jo Jo 

tevens volgt 

((-) ds = (p-i)l /M d^. 

Valt nu p tusschen de geheele getallen r en r -f- 1, dan heeft men 

r(p) = (p-1) (p— 2) . . (|>-r) r(p--r) (2) 

waardoor de bepaling der waarde van r(p) teruggebragt wordt tot 
die van r(a) , a < 1 zijnde. 

n /Kp-i r® 

De integraal I l\-) da?, of I e^-sP-^dz heeft bij de wiskundi- 

o o 

gen van la teren tijd tot hoogst belangrijke onderzoekingen aanleiding 
gegeven , waartoe reeds door den beroemden Ecler de grond gelegd 
was. Deze ontdekte tevens een opmerkelijk verband tusschen de be- 
doelde integraal en eene andere ofschoon daarvan in vorm geheel 

ƒ1 p—n 

aHi»-i (1 — ^«) « ds , en waardoor hare waar- 



den wederkeerig uit elkander kunnen afgeleid worden. Beide inte- 
gralen zijn dan ook uit dien hoofde bekend onder den naam van 
fttltfrtoamc^ integralen, waarvan de laatst vermelde de eerste soort, 
de andere daarentegen de tweede soort uitmaakt. Wij kunnen niet 
nalaten hier eenige van hare voornaamste eigenschappen kenbaar 
te maken. 
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S 63. Indien wij , met £oleb , 






kortheidshalve door ^—^ aanduiden, en vervolgens sT z=z 
#"» = «iT en «•*-' d« = ^ s • dx stellen , dan bekomen wij 



= z , dus 



= i/''^'(^-'^""'^'' 



of, stellende nog — = a , ? = 6 , 

^ n n 

Volgens de notatie door Lbgendbb ingevoerd * wordt deze laatste 
integraal vrij algemeen aangewezen door (a, b)^ Men heeft alzoo 

-)=-{«.»)=-(-.?) (1) 

en aangezien de onderlinge verwisseling der letters a en & geene 
verandering in de waarde dezer integraal te weeg brengt , (zoo als 
uit de substitutie van o? = 1 — y dadelijk blijken kan), heeft men 
tevens de betrekking 

(?) = (!)• 

Volgens het reeds in § 53 gevondene voorde waarde der integraal 
1 

dP**^^ (l— jt]^ dj? , zal men, a een geheel positief getal zijnde, 



ƒ 



kunnen stellen 

, ^, ^ 1.2.3.. a—l 

(a, h) = 



6.(6+l)..(ft-ha— 1)' 
waarin b willekeurige positieve waarden kan hebben; en omdat 

r(^+i) = 1.2.3.. (a + ^ — l) = (o + ft— l).(a + 6 — 2)..6r{A), 

zal men de voorgaande uitkomst onder dezen verkorten vorm mogen 
schrijven , 

(«,5) = Mil«. 
' ' na+b) 

Is daarentegen b een geheel en a een willekeurig positief getal , 

dan vindt men op gelijke wijze, 

l.2.3..i& — 1 



(«, h) = 



a. (04-1).. (a -4- 5—1) 
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en das wederom 

zoodat deze betrekking voor elk der beide gevallen geldig blijft. 
Ontwikkelen wij thans het product 

naar de opklimmende magten van x , en nemen wij vervolgens de 
integralen der afzonderlijke termen tusschen de grenzen x =: O, 
X z=z \ ^ dan komt er, a positief ondersteld zijnde, 

1 b — \ (5—1) (5 — 2) 



J au -f- 1 



2(a + 2) 
(6-l)(6-2)(&-3) 



-h enz. 



2.3(a+3) 
welke reeks , indien b geen geheel getal is , tot in het oneindige 

voortloopt , en alzoo de ontwikkeling van j^ — voorstelt. Daar 

echter de vorm dezer reeks niet verandert , welke positieve waar- 
den a en 5 ook mogten verkrijgen , zoo laat zich hieruit onmiddellijk 
opmaken, dat de betrekking 

ook geldig zal zijn , indien men aan a en 5 willekeurige positieve 
getallen- waarden geeft , en hierdoor is alzoo, op grond van verg. (1), 
het navolgende verband daargestcld tnsschen de beide soorten van 
EuUriaantche integralen, te weten: 

A = (t) = 1 ^"^ ^"^ (3) 

Vp/ Vm/ n n/?Hhw\ 

Wij zullen straks de zoo even gevondene betrekking langs een' 
anderen weg bevestigd zien. 

In het bijzonder geval van 5= 1 — a,ofa + ( = 1, waardoor 
r{a+b) z=z 1 wordt, geeft de vergelijking (2), 

{a,l—a) == f x^-H\ — x)-^dx = r(a) r(l— o). 

Nu volgt lilt de in § 61 betoogde formule 

•1 oj^-i dx n 



I 



^(1— ipw)» . nTT 



1 
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voor m = 1 , 



•1 
a?»-i (1— a?)— = 



f 

J nn. tiTf 



Derhalve verkrijgen wij voor alle positieve watirden van a ^ 1 , 

r(a)r(l-a)= .^: (4) 

nn.aTT 

eene zeer eenvoudige betrekking, waarvan bij het zanienstellen 
eener tafel der waarden van r{a) een nuttig gebruik te maken is, 
dewijl uit de waarden dezer functie voor o ^ - , die voor a ^ -, 
of omgekeerd, gemakkelijk kunnen worden berekend. Men heeft 
namelijk a = - — « stellende. 



eoi.an 



De waarden van r{a) nemen bUjkbaar toe, naar mate a meer tot 
de nul nadert. Voor a = O is r(0) = co , als zijnde r(l) == 1. 
Legendrb heeft aangetoond , dat het voldoende is de waarden van 

r{(i) te kennen van a = •- tot a = 1 , om gemakkelijk al de ove- 

3 

rige van ö = O tot a = - te kunnen berekenen , en er zelfs 
mogelijkheid bestaat , de beide eerste waarden van a tusschen nog 
naauwere grenzen te beperken. (*) 
Voor = 0, komt er 

waarnit, op grond der form. (1) § 62, verder afgeleid wordt, 
n een geheel positief getal beteekenende. 



(*) Men raadplege dienaangaande lijn' voortreffelijken arbeid over de beide 
soorten yan Eulertaansche integralen , Toorkoraende in bet Ilde deel van het 
reeds aangehaalde T'ratVtf des/onctitms elUfitiqucs^ ook grootendeels te vinden in 
het nadeel zijner Exercices de calcul integrale bevattende tevens eene door hem 
tot in twaalf decimalen uitgewerkte tafel der logarithmen van jr(a) voor alle 
waarden van a, begrepen tusschen 1 en 2, met duizendste deelen opklimmende, 
en waarvan de interpolatie gemakkelijk gemaakt wordt door de daarbij gevoegde 
eerste, tweede en derde verschillen. 
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De integraal f ^«-'(1— a;)*-^dar = (a,b) 

J o 

kan nog, door x = te stellen, veranderd worden in 



ƒ, 



00 



g9-idi _ r{a) r{b) 



i: 



welke, indien wij a + b door r vervangen, geeft 

Is nu r een geheel en a een \villekearig positief getal ^ 1 , dan 
verkrijgt raen , in acht nemende dat 

r(r^a) = (r — i— a)(r — 2 — a)..(l— a)r(l— a), 

en r(a)r(l— a) = -A- is, 

«tn. wc 

r^a^-idx _ (1 — o) (2— g) . . (r — 1 — o ) ?r 

}^{\+xy~ 1.2.3.. r—l 'iin.an' 

waarait, voor a = - , volgt , 



ƒ, 



2 

® da? 1.3.5..2r— 3 w 



o {l+xyVx 1.2.3. *r—l 2*^-1' 

of a? = «* stellende, 

" d« 1.3.5. .2r--3 tt 



ƒ. 



^ (! + «*)•■ 2.4.6.. 2r— 2 2' 

even als reeds vroeger door eene meer regtstreeksche integratie 
gevonden is (§ 53). 

S 64. De verg. (3) der vorige S toont aan hoedanig de waarden 
van de Euleriaansche integralen der eerste soort van die der tweede 
soort afhankelijk zijn. 

Er blijft thans nog overig de omgekeerde betrekking f e vinden , 
waardoor de integralen der tweede soort uit die der eerste kunnen 
worden afgeleid. De aangehaalde vergelijking geeft te dien einde, 
ifi = 1 en j9 achtervolgens = 1,2,3, enx. stellende, 

/i\ ^n^ ^n' 
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, 't-) n-) 



a—l 



-r& 



Dus , na verraenigvaldiging dezer Yergelijkingen , 

(l)(l)(l)..(JL.) = ^iÊl°x-l-. . . .(I) 

welke, Toor o = n, uithoofde van r(-) = 1, overgaat in 



^V Vg/ V3/ V„_l/ — ^n^l » 



waaruit 

-(1)=-- I-i- (DaxD- (.41)1 

Derhalve, na snhstitutie dezer waarde in (1), komt er 

a 

waardoor nu omgekeerd de integralen der tweede soort door middel 
van die der eerste soort kunnen worden berekend. 

$ 65. Stellen wij nog in de formule 

f\ ,1 p-i /» 

I ï(-) da =z I e— «P-^d» = r(p) . 

i = J7*, en p = - f dan geeft de laatste integraal 

/CD I 
r'^'dx = ^Vit (1) 

welke, na substitutie van ax voor x\ a een willekeurig positief 

getal zijnde, geeft 

^*> . • Vit 

r-'''dx='Kr (2) 



ƒ. 






dus I c"*" dx = —. 



ƒ 



/: 
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Deze opmerkelijke uitkomst, welke vooral in de kans-rekening 
of leer der waarschijnlijkheden belangrijke toepassingen vindt, kan 
ook nog door andere meer regtstreeksche hulpmiddelen verkregen 
worden» zoo als wij in de volgende les zallen aantoonen. 

Beschouwen wij thans de meer algemeene integraal 

o 

Hierin «"'*'* = y of *• = if-), en dus da? = l[J\-^ — 

Vy/ n ^y/ y 

stellende , heeft men voor ^ = O , y = 1 , en voor « = oo, y = 0. 

Wij verkrggen diensvolgens 

p--^d. = ir^(!/4i-dy==lr(?±?) . .(3) 

waardoor de berekening van deze integraal mede tot die der Eule- 
riaansche integralen van de tweede soort is teruggebragt » en hare 
waarde dus als bekend kan worden beschouwd. 
Voor p = O vindt men 



[y" = ; ^(i) 



(«) 



In het geval van|)+l>n, stelle men |i-|-l = ii(r-Ha), a<l 
zijnde, dan is, volgens form. (2) $ 62, 

Maar uit de verg. (3) volgt, 



it V « / ffl 



.00 

r^"sfi»-^djp = 

n ^ n ' n 
Derhalve bekomen wij , 



/: 



ƒ V-^-Vte = (p+l-n) (P+1--2H) . ■ (p+l-nr) ƒ «,_^^_^ 

^a(a + l)(a+2)..a+(r-l) r^_' ^5 

n 
welke uitkomst ook door integratie bij gedeelten had kunnen wor- 
den verkr^en. 

Indien wij in de formule (3) den exponent p vervangen door 
tt " p 2 , komt er, 
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dus, na vermenigvaldigiog van beide integralen, 

1 W 



«» . ip-^i)^ .... (6) 

$tn, 

f» 



in de onderstelling namelijk van p + 1 <tt. 

Zij p=r— 2, das n — p — 2 = n — r, enï--^= gesteld, 

"^ tl II 

■ 

dan vinden wij nog, 

Ja •'o ' *tn. ( )" ^ ' 

n 

waarin n en r alle mogelijke positieve waarden knnnen verkrijgen, 
mits r<n + l zij. 

Deze laatste formule, welke door Laplagb, langs eenen ver- 
schillenden weg, doch op eene minder eenvoudige wijze, gevonden 
is, levert het middel op om de waarde van eene der beide inte- 
gralen onmiddellijk uit die der andere af te leiden. 

Zoo vindt men bijv. door r = 2 te nemen, 






n 



Derhalve op grond van form. (4) 



ƒ, 



e'^x^'—^dx = 



n . 1^ ^/K ; . . . . (8) 

welke uitkomst men insgelijks zoude verkregen hebben, door in 
form. (7), f = ti te stellen. 



i 
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Aanwijzing van bijzondere hulpmiddelen tot het opsporen 
der waarden van vele bepaalde integralen. 

§ 66. De bepaalde integralen, in de twee voorgaande lessen 
door ons behandeld, waren meerendeels van dien aard^ dat hare 
waarden door substitutie der beide opgegevene grenzen in de 
uitdrukkingen voor de onbepaalde integralen gevonden, konden 
verkregen worden. Zeer dikwerf echter kan men daartoe niet 
langs dezen weg geraken, hetzij wegens de raoeijelijkheid in de 
integratie zelve opgesloten, hetzij door die, welke, na de bedoelde 
substitutie, bij het bepalen der gezochte waarden voortvloeit. Men 
is aan het genie van ëuler vele analytische hulpmiddelen verschul- 
digd, welke in eene^ menigte gevallen, waarin de regtstreeksche 
integratie te moeijelijk of te oraslagtig mogt worden , met vrucht 
zijn aan te wenden. Na hem hebben vooral Legendre, Laplace , 
FoissoN, Caucht en Liouviile de theorie der bepaalde integralen 
tot meerdere volkomenheid gebragt, en vele hoogst opmerkelijke 
uitkomsten verkregen. Wij kunnen dat belangrijke onderwerp hier 
niet in zijn geheelen omvang behandelen , maar moeten ons slechts 
bij de aanwijzing van de voornaamste der gezegde hulpmiddelen 
bepalen. 

S 67. Tot die hulpmiddelen behoort in de eerste plaats het 
differentiëren der fnnctieonder het integraal- teeken. Heeft men bijv. 

I f[x, y)dx , waarin y geheel onafhankelijk van x is , dan zal die 

integraal , genomen tusschen de aangewezen grenzen , als eene functie 
van y mogen beschouwd worden. Men stelle hare waarde door F voor. 
Indien men dan in de vergelijking 






Xq 



y met Ay doet aangroeijen, komt er 

p, pi p, 

AF =: I fix^y-h iSy)dx — I fix, y)dx = I Ay f{x,y)dx, 

J Xq J Xq J X , 

IL 10 
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Vervolgens door Ay deelende, en tot de limieten overgaande, be- 
sluiten wij hieruit 

welke eigenschap evenzeer op de onbepaalde integraal j{[x^y)dx 
Tan toepassing te maken is. Daar na dezelfde bewerking bij her- 
haling mag plaats vinden, heeft men tevens, in het algemeen, 



y J x^ Jxo V 

Bijaldien het vereischt wordt de integraal ten opzigte van eene 
harer grenzen te differentiëren, dan volgt uit de vergelgkingen 

^x I H^fV)^^ = f(^*y)y 

na in de eerste x^=Xi en in de tweede xzmx^ gesteld te hebben, 

^:r, jjf{syy)ds z=z /(a?i,y), 

fx^ 

^a-0 I fi^f y) da? = — /(a?o. Vh 
Zie hier eenige voorbeelden ter toepassing: 

-OD 1 

1*. I <-«*da? = -• 

Jo ^ 

Differentiërende ten opzigte van a, komt er 



f X «•«'da? = -r, 

ƒ, 



o 

o «* 



en in het algemeen, na n differentiatiên , 

ƒ, 



1.2.3..n 

o 0*+^ 



welke nitkomst ons reeds bekend is [% 53). 
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2^. Schrijft ineii in de vroeger gevondene integraal 

1 
e-'*da: = rl/:r, 



ƒ 

Ja 



▼oor «*, o»* , dan geeft zij 



ƒ, 



2 l/a' 



O 

en deze thans n malen ten opzigte van a differentiërende, verkrlj* 
gen wij, 



ƒ, 



* , 1.3.5..2n— 1 |/w 



^ 2«-f-i a* + J' 



dos ook 

l.3.5..2n— 1 , 



§ 68. Somwijlen laat zich de waarde eener bepaalde integraal 
regtstreeks door differentiatie ten aanzien van eene der daarin 
voorkomende stand vastigen, afleiden, waartoe alsdan de inte- 
gratie eener difierentiaalbe trekking gevorderd wordt. Om hiervan 
een enkel voorbeeld te geven , zoo vrage men naar de waarde van 

-00 

I e-<>*** coB, ma dxs Deze onbekende functie van aenfn,y noemende , 
Jo 

en haar differentiërende ten opzigte van m, bekomen wij 

-r- ^= — I €-"»** sin. ms.sdx. 
dm J Q 

i^atxt ^d^^ ,111^ mxz=z ^-^ h — !«-«»** coi.mxdx. 

De eerste der beide laatste termen verdmjnt voor elke der grenzen 
van s, Alzoo is 

^y "* f * . * . ^y 

dm ^fl Jo 2a« 

waar ai t verder volgt 

dy mdm 

en das, na integratie van elk lid dezer vergelijking « 

of, Stellende C=:l(A), 

y=Ae ^, 



148 INTEGRAAL-REKENING. 

waarin nu nog de Mraarde der standyastige A te bepalen overig blijft. 
Te dien einde geeft de onderstelling van m = O , terstond 

A = f* e-"" da? z=: —Vn (% 65). 

•'o 
Derhalve ^t 

ƒ'» , ^ V^^ -4^.' (1) 

o 

en I er'^^'* cos.mxax = e *»» .. . . . , ^^j 

i-00 <» 

Hieruit laten zich wederom, door herhaalde diflTerentiatiën, de 
navolgende integralen afieiden: 



ƒ, 



1W^ 

e-«i*« a?2n cQg^ fnjr da? = — J . « *"* . - - • (3) 

.0 

r<» f — l)*l/w ^"1 — T— i9.\ 

i ^^a*st^2n^isin.mxdaf = ^-—^-^—i .e 4a» . . (4) 



Daar wijders 

•00 



/: 



moet zijn, zal men uit de form. (2) gemakkelijk nog de twee na- 
volgende afleiden : 



ƒ. 



y W» 

e-«»**«n, f«(s + «)da? = — « ^' s%n,a, 

'00 



m» 

e-«**«co*. ni(a? + a)da? = e ^* cos,a. 

_«^ a 



S 69. Het kan gebeuren, dat de grenzen eener bepaalde integraal, 
welke men ten opzigte eener daarin als standvastig voorkomende 
grootheid wil diflFeren tieren, zelven functiën zijn dezer laatste. 
De vergelijking (1) van § 67 is alsdan niet meer geldig , maar 
behoort eenige wijziging te ondergaan, zoo als thans blijken zal. 

Zij namelijk F = | {[x,y)dx, 

waarin x' en i functiën van y voorstellen , dan volgt hieruit , door 
y met hare differentiaal te vermeerderen , 

A^, y+dy) div =z l \ /"(ar, y) + A, f(x, y^div. 

s^dz ; z-hdz 
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Daar nu , in het algemeen , 



Xda; =1 XdiP + j Xix—I Xdx is, 

F(s)(ij? blijk - 
baar overgaat in jp*(a) da , zoo heeft men 

of t met verwaarloozing der differentialen van de tweede orde , 
Y + dY = f ftjT, y)dx+r dy nx,y)dx + f[z\y) dz'^f(», y) dz , 



Z '^ Z 

waaruit eindelijk volgt 






(1) 



Zie hier nog een ander betoog dezer laatste vergelijking , op de 
leer der partiële differentialen gegrond. 

Zij ff[x,y)dx = F(x,y) + C. 

en dyF{^,y) = 9(^jy) f 



dan is 



. > 



I f(a?, y) rfa: = JP(i', y) — F{z, y) , 

dus ds, I /(d?, y) da? = dy F(2', y) — dy F(«, y). . 

Haar x' en 2 functiën van y zijnde, heeft men 

Derhalve, na sabstitntie in (2) 

ƒ2' di' di 

f(x, y)dx = 9>(*', y) - f (J,y) -f- /'(*',y) j- ~f(*, y)j-- 



(2) 
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Wijders volgt uit de vergelijkiog 

oi 'èy f(^f y) = d^9 (^» y) f 

en jdy ƒ(i^, t/) dir = f (ap, y) + ^. 

dus I jy/(«iy)<'^ = s»(2^y) — «»(«»y)» 

^ z 

waardoor raen voor iy I f(x, y) ds de vorige uitkomst terug vindt. 

In het geval dat een der beide grenzen x bijv. onafhankelijk van 
y is, verkrijgt men 

f{x,y)dx = j ayjr(4r,y)dar + f(»', y)^, 

en indien zij beiden daarvan onafhankelijk zijn» geraakt men tot 
de reeds in % 67 betoogde grond-formule 

f{x,y)dx =z j dj, fis, y) ds. 

/y 
^(x, y)dy , dus dy ((x^ y) = ^(/v, y). 

dan volgt uit de vorige vergelijking nog 

/^i fy t^i 

dx I ^(a?, y) dy zz= I ^(a?, y) d« , 

of na vermenigvuldiging met dy , en integratie van beide leden 
der vergelijking, komt er 

ƒ'! fy ry r*« 

di?l ^(jF, y)dy=l dy i ^(x,y)dx, 

welke uitkomst ook aldus geschreven wordt: 

f f ^Ca?,y)dydir = I f 4'(x,y)dxdy, 

aontoonende dat, indien het prodiipt 

dy I ^(x, y)dx, 
•'a-o 

ten aanzien van y moet geïntegreerd worden , die integratie ook 
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onmiddellijk kan verrigt worden op de onder het integraal -teeken 
geplaatste functie ^(d?, y) verraenigvuldigd met dy, of met andere 

woorden , dat het , hij de bepaling der waarde van de dubbele integraal 

Jx ty 
I 4^(.0Bjy)dxdy onverschillig is, in welke volgorde men de 

integratiën verrigt. Hierbij wordt eene onderlinge onafhankelijkheid 
tusschen x en y ondersteld , en tevens dat ^(4;, y) , ten opzigte van 
X en y eene onafgebrokene functie zij tusschen de grenzen der 
beide integratiën, 

§ 70. Deze gewigtige eigenschap der dubbele integralen levert 
evenzeer een vruchtbaar hulpmiddel op tot het afleiden eener 
menigte bepaalde integralen uit andere, welker waarden reeds 
bekend zijn. Van de , langs dien weg , door Euleb en zijne opvolgers 
verkregen opmerkelijke uitkomsten , kunnen wij hier slechts enkele 
mededeelen. Zij zulleii echter voldoende zijn , om zich met de toe- 
passing der gezegde eigenschap gemeenzaam te maken. 

Vit de bekende waarde van 



ƒ 



i 1 

*"*""' djr = — 



vindt men , na vermenigvuldiging met dm en integratie ten opzigte 
van m, tusschen de grenzen n en m, 

ƒ'"» ri ri cm f^dm 

dml jf"*-iite :=z I ds I dp"»~^dm = I — , 



Op gelijke wijze volgt uit 



/: 



' ^ 1 

a 



I da? I e-«*do =1 — , 

\ Ja' Ja' o 



o 

of 

o 

De vergelijkingen 

.0» 



ƒ 



o ' 
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ƒ. 






ten aanzien van a geïntegreerd , tnsschen de grenzen Oq en a, geven 

O o 

= Big.- — Big. -^ — ^^^'TT', * 

Door eene integratie ten aanzien van 5, vindt men dezelfde 
uitkomsten. Zij verder Qq =0, en a = C9, dan verkrijgt men 

nog 

r . ^ dx_n r» dx 

I sin. 00? — — r-» I co#. bx — = 00 • 

ƒ 00 
e--** da?, welke wij reeds uit de eigen - 
o 
schappen der Euleriaansche integralen van de tweede soort hebben 

afgeleid (§ 65], kan thans, op eene meer eenvoudige wijze, met behulp 

eener dubbele integratie gevonden worden. Stellen wij namelijk 

r 

I e-**dx z=z h, 
J o 

Daar de limieten dezer integraal dezelfde blijven, wanneer men 
X in as verandert , a een positief getal zijnde , zoo heeft men tevens 

o 

Nu is h onafhankelijk van o; en a, en men zal uit dien hoofde, 
de letters <$ en x onderling mogen verwisselen , en alzoo schrijven 

e-o^'^xda = k, 



ƒ 



ƒ. 



waaruit volgt 



*» = I e-'^dx X / «-^*'*a?da, 

J o Jo 



o Jo 



of 



k^ — \ I «-(«* + ^)'*xdxda, 
J o J o 

Integrerende nu eerstelijk ten opzigtc van x, en in aanmerking 
nemende, dat 
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1 1 



r 1 i r 

heeft men 



Derhalve 



en 



Jo 2 

-00 

I e-'* ds =1 V^TT. 



Stellen wij in deze laatste integraal 

X =:'/«4--— )|/a, dos dxi=: dzVa , 
de limieten blijven hier wederom •+- oo en — w. Derhalve 

>Q0 



«-("* + *'+ S") rf«— 1/-. 
— 00 *^ 



of I r-C«** 4- *«> d* = e iS 1/ - 



00 



Uit dezelfde integraal kan tevens de waarde van 

'00 

«-('- ü' dx , 
gemakkelijk worden afgeleid. 



ƒ 



Door namelijk voor x te schrijven—-, en dus voor dr, — ^— dx, 
verandert deze laatste integraal in 

Jo 2x* 

Derhalve 

e""('~ 2i) dx=z j e"^"' al) ( 1+ ~ jd-r. 

Men stelle thans x = a, das (l + — -)dx = d«, dan komt 

er, omdat de limieten der integraal thans zijn co en — oo , 

^00 9 \2 i*00 

2J r^'^S^ dx=l €~'*dzzii]/7r, 
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dus 






o 

al 



en I «^ ^^'•^dd?:^^ V'w (1) 

Deze uitkomst stelt ons in staat uit forra. (I) van $ 68 eene 
nieuwe in tegpraal af te leiden. Door namelijk deze laatste met 0-" d.a' 
te vermenigvuldigen, en vervolgens tnsschen de grenzen O en oo, 
te integreren, verkrijgen wij 

I ^-a« i^^i^eoi.msdafd.d^ =V^\ e ^la» " ' da, 

o J o •'O 

r» r» , , ^_^ 

of I cof . msds I «-* <^' + 1^ 2 ada = V^, ^ l/w. 

Nu is f e-«V+i) 2aiia = r-i-, • 



1+ 

Derhalve 

'^ coi»mxdx n _ 



/; 



3f 

Hierin jcdoor -, en m door ma vervangende , vindt men 

a 



I. 



^eos.mxds it 

— ___ m — am 



O 0» + »* 2a 

waaruit nog» door differentiatie ten aanzien van m, voortvloeit 

f ^ xiin.mxds tt 

I . 2^ _ «—on . 

S 72. Het zal niet overbodig zijn thans aan te toonen, dat de 
leerwijze der dubbele integralen ook bijzonderlijk dienstbaar ge- 
maakt kan worden tot bevestiging der reeds in $ 63 betoogde be- 
trekking tusschen de beide soorten van Euleriaan$che integralen. 

Stellen wij namelijk in de formule 



ƒ, 



o 



o* 



acbtervolgens a en 6, voor n, zoo mede x en «+ 1 » ^oor a, dan 
ontstaan hieruit deze twee integralen 



ƒ, 



00 
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Uit deze laatste volgt 

dus , nu vermenigvuldiging met dx , en integrerende tusschen de 
grenzen O en o», 






o «^0 

QD 



t[a) [^ 
Is nu 6 > a , dan heeft men 

j «-* «6- a^l dt — r{h.^. 

Derhalve 

lo (i+xf ~ r(b) . 

Zij I -f-d? zi: -, waardoor die integraal verandert in de volgende 

j o ^ (o) 

Schrijft men nu nog a+h voor 6 , dan korat er 

hetgeen bewezen moest worden. 

S 73. Uit de hiervoren gevonden integralen 

^'^cos.mxdx w f^ X8in.mxdx « 

O a^ + x^ 2a ƒ, a«4-s« ~ 2 

laten zich eene menigte andere afleiden , waarvan wij slechts de 
navolgende zullen mededeelen. 
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Ontwikkelen wij B tg, '- in de bekende reeks 

1 +neos.ax 

tl sin. ax — ■— «ïn. 2 «jf -f- -- $in. 3a4r -f- enz . , (*) 

« ó 

en vermenigvuldigen wij vervolgens eiken terra met , dan 

vindt raen , na integratie tasschen a? i=z O en a; = oo , 

J^ {-{-ncos.ax a?*+m* 2' 2 

+ 3 «-*«'"— eni. ( = ^ UI +ne-«'«). (1> 

Evenzoo verkrijgt men met behulp der reeksen 
êin.ax 



1 + a* — 2a cos.ax 
a + cos.ax 



tin.ax + a <tn.2aa; + a' m.3aa; + enz. , 



co$,ax — a eos.2ax + ö* cos, Sax — eni . , 



I + a* + 2a cos.ax 

xdx dx 



na vermenigvuldiging met — 



- en — 



x^-^-m^ a?* + m 



V 









ƒ, 



+ . . . enz. I = j: = , (2) 

OP {a+cos.ax) dx _ __^ L~««i_^^-2«m^^j^— 3am 

Q (x^+m*) (l-Hi'+2aco#;aar) 2m f 

— enz, I = Ti-'-^ • (3) 

Uit deze beiden volgt tevens, na verandering van a in — a, 
'® xsin,axdx w 



r 

J o (^'+*»*) (H-a*+2a co*.aap) 2(tf""+ a) 

ƒ'* (a — cos.ax) dx t 

n 



• • 



\ {x^+m*){)+a*—2acos.ax) 2m(«"'"— a) 
Voor a = 1 , geven de form. (2) en (4) 
r^xcot.^ax.dx n r^ xtg,\ax .dx n^ 



U) 



(5) 



, (6) 



(**) Zie het betoog van deze en de daarop volgende reeksen in onze Lessen 
over de Hoogere Algebra , j 266 et seq. 
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Vermenigvuldigen wij de beide leden der vcrgel. (2) met 2da, en 
integreren wij verTolgens tusschen de grenzen O en a,dan komt er 

ra r* xsin.axdx r» da 

Jo "^Jo (ar*H-m>) (l+o«— 2aco*.ar) "" "^ j «'»_a' 



e 

^'^ dx fa 2axiin.axda faae^'^^da 
^ a?«+«n* j^ l4-o«— 2aco*.aa? ~ ^ J^ ïZ^ê~^* 
Nu is 



ƒ, 



« 2ax8ifi.axda ,/1+a' — 2aeo8,ax\ 

l^a^—2aco$.ax ^ (1 — a)* ^' 



«n 



ra ae ^'"da 1 /i — ac "^'''x 



Derhalve 



dat is 



f"* dx |/^+*^ — 2acof.a2?v ^ i(^ — ae"^"'". 






of, omdat I —z = — is 

J. a?*4-w* 2w 



ƒ, 
ƒ, 



i(l-|-a* — 2acos.ax)dx n ., -^am\ 
= — 1(1 — ae ), 



:= — ((i+ac ), 



^ a?'-f-in» m 



waaruit nog , door a = 1 te stellen , en a door 2a te vervangen» volgt 



ƒ, 
ƒ, 



I ($xn. ax)dx w / 1 — « ^am 

o a?* +111» 2m V 2 ^^ * 

) a?i + m* ~ 2m ' 2 /' 

00 



f l (tg. ax) dx _ jü_ cg«^_K 
Jo d?»+fna 2w \^2am . ^/ ' 

alle welke uitkomsten , die nog met vele gelijksoortige kunnen 
vermeerderd worden , aan den Piemonteenschen wiskundigen Bidone 
verschuldigd zijn. 



158 INTEGRAAL-REKENING. 

$ 74. De overgang van bestaanbare tot onbestaanbare vormen 
kan ook in vele gevallen als een geschikt hnlpmiddel aangewend 
worden , tot het ontdekken der waarden van sommige bepaalde inte- 
gralen. De volgende voorbeelden zullen deze handelwijze nader 
doen kennen. 

Stellen wij namelijk in de formule 



«-* dx =z Wit , 

— 00 



voor j; achtervolgens x + a en x — a, waardoor de grenzen der 
integraal geene verandering ondergaan , dan heeft men 



.00 M(Xy 



J — OD J — 00 

of i f «- c*+a)>j^ + i f e- ('-«)*da? = l/ff , 



1 |»00 

i le-«* f e-'^(é!i'^ + €''^)dx =r I/tt. 

Indien men nu hierin a door —V/ — 1 vervangt, komt er 






«~**cof. oa? dj? == l/ff , 

— GD 



-a« 



r* . . i^« -^ 

hetwelk met de form. (1) Cg 88) overeenstemt. 
Zoo wij in de formule 

Jo a 

a door a±fn j/— 1 vervangen , ontstaan daaruit de twee navolgende , 



ƒ, 
ƒ, 



» 1 

«-0* (co««fn^-^l/-»1 stn.ifto;) da; = 



^ ' a+mV—l ' 



» 1 

e-**^ fco*.«tjr+l/— 1 «t»?«wrt)da7 =: 



^ a—mV—l' 

en verder, door optelling en aftrekking, 

«~«»co».wa?(lar = r, I «-"' iin. ifia? da? = -— r 

a^ + m^ J, o*H-mV 
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Nemen a7jj nog tot voorbeeld de formule 



ƒ, 



~ ,^ I.2.3..n— I 



o ^ 

Yi'cl'.e, voor willekeurige waarden van n, ook aldus geschreven knn 

wor»'en , 

r{n) 

o «" 



ƒ 



Hierin voor a schrijvende a + mV — l , verandert men haar in 



ƒ, 



* r(n) 



(a -1- 1» 1/ — 1)« 

_ r(n){a — mV—iy 



Het laatste lid laat zich insgelijks tot den vOrm p — q\/ — J her- 
leiden , door a =z r eo8,q> , e\\ m =z r sin.^ te stellen , alsdan wordt 

waaruit, door de gelijkstelling der bestaanbare en der onbestaan- 
bare termen der integraal-vergelijking^ terstond afgeleid wordt 

I e-«*a?*~^«tn.marcM? = ^ nn.n B ig. ^ , 

^0 (a»-f-m«)ï ** 



I. 



00 r(fk\ nt 

e-^^p^-^cos.tnsds = — — cos.nBtg. — , 



welke opmerkelijke uitkomsten , voor a r=: O , geren 

m* 2 



ƒ, 



o 



» r(n) nTc 



o m- 2 • 



en , na hierin 1 — n door n vervangen te hebben , 



ƒ, 
ƒ. 



°° »tn. ma? dj? r(l — n) n w 

= — «05.---, 

a?* wi— 2 



^ cos.mxds m — n) . nw 

= — z ««.-^r- 

«*» «|ï-" 2 
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Uit deze vier laatste vergelijkingeii kan men . in verband tot de 
grondforraule. 



tevens de beide volgende afleiden : 

'® _ , . , . f^ sin.mxds n 



j x*-^sin.mxdxX ï 



o ^0 ^" 2w' 

* _ , , . t^cof.mxdx ïT 



I x'*-'^eos.mxdxy 1 

Ja J^ X- 2m 

S 75. Ten besluite van dit onderwerp , behooren wij nog melding 
te maken van eene opmerking, welke men aan Gaucht verschnldigd 
is, hierin bestaande, dat de vergelijking 

r dx p' f{x, y)dy=z (^ dy P f{x, y)dx . . . . (a) 

J^o Jyo Jyo J^o 

waarvan de nuttige toepassing, bij het bepalen der waarden van vele 
integralen, reeds door onderscheidene voorbeelden gebleken is, hare 
naauwkeurigheid verliest, zoodra de partiële integralen 

ff{^> y)^y = 9{^, y) en jf{x, y)dx = ^(or, y) 

functiën zijn , welke voor zekere waarden van o; en y , gelegen 
binnen de aangenomen grenzen der integratie, oneindig groot wor- 
den , in welk geval de beide achtervolgende integratiën in verschil- 
lende orde verrigt, geene overeenstemmende uitkomsten meer zullen 
opleveren. 

Hen neme tot voorbeeld de dubbele integraal 

ƒ* f^ (y* — x^)dxdy 
Hier is ^(-,y)=f?ï^^ = --,!-,. 



en <lf[ 



'•^ J («*-f-y*)* ^» + y*' 



welke beide functiën voor j; = O en y = O oneindig worden. 

Nn is 

•1 {y^ — x^)dx_ 2 



ƒ 



_i («'+»')» i-»-«y'' 



I 
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dus C f* (y* — »»)«to<»y _ /•» 2dy _ 



en 



1 >+y' 

i (y* — x*)dy _ 2 



11, 



(a;« + yJ)» l + o;** 



waarnit blijkt, dat het verschil tusschen de uitkomsten yan beide 
integratiën 2n bedraagt. 

Volgens Gadcht kan dat verschil onder een' algeraeenen vorm 
aldus voorgesteld worden. 

Indien de functiën 9>(a?, y) en ^(jr,^), voor alle waarden vanden y 
begrepen tusschen de grenzen ic^^Xi en yo, yi, hare continuiteit 
behouden, zoo is, naar aanleiding van verg. (a), 

f ^{9(^f Vt) — 9>(^» yo)) da? = I * (^(^j , y) — ^(oto, y)) dy. 

Jxq J I/q 

Zijn daarentegen a en 5 tusschen waarden van ir en y , voor welke 
gezegde functiën oneindig worden , en e een oneindig klein getal , 
dan heeft men, ingevolge de voorgaande vergelijking. 

Ja— f pi 

(f (^ » yi) — sp(^, yo)) <*^ + / i9i^ » yi) — 9{^ » yo)) <^ 

Laat nu e tot zijne limiet O naderen , dan volgt hieruit voor het 
verschil A der beide integralen, 

A = I (^(ar„ y) — <p(a!o, y)) dy — I (f (ar, y,) — ^(ar, t/o)) dar 
•'yo •''o 

[Vi 
z=z Lim. I (;^(a-|-e, y) — ï^(a — e. y))dy. 

In het hiervoren gegeven voorbeeld hadden wij, a=zO zijnde, 

c?-4-y* e'+y* 

I rl edy rl e(/y » 

dus A = I»»»». j f "T-, — r — I r-; — : J — 2jr, 

U-I €*-f-y» J_>i €«-j-y* J 

hetwelk met de vorige uitkomst overeenstemt. 

IK 11 
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Het in óeie en in de beide Toorgaande lessen behandelde , zal , 
naar wij Tertrouwen, Toldoende zijn, om onze aankomende wis- 
kundigen op de belangrijkheid van de theorie der bepaalde inte- 
gralen opmerkzaam te maken. Wi) stappen dan Tan dat onderwerp 
hier af , met verdere verwijzing naar de schriften van Gavcht en 
andere wiskundigen » wier namen reeds hiervoren vermeld zijn {*). 



(*) Zg die een algemeen orenigt verlangen van den arbeid der latere wiskun- 
digen , betrekkelijk deie tbeorie , kunnen te dien einde roet ▼mcht raadplegen het 
daarover handelende artikel in het eerste deel van het supplement tot Klüokls , 
Wort9rbuch der reinen Mathematiek , uitgegeven door ProC Gbüsbkt. 



4; 
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Over de integralen van verschillende orden eener 
functie van eene enkele veranderlijke. 

S 76. Wanneer men de waarde van y te bepalen heeft uit eene 
der differentiaal-vergelijkingen 

^ = X, ^ = J, ^ = X, 

waarin X eene gegevene fonctie der veranderlijke x voorstelt » en 
ds standvastig aangenomen is, dan zal, voor zoo veel de eerste 
dezer vergelijkingen betreft^ y eene zoodanige functie van x be- 
hooren te wezen , welke , na twee achtervolgende malen ten aan- 
zien van s gedifferentieerd te zijn, tot uitkomst oplevere Xds*\ 
zoodat haar tweede differentiaal-quotiënt gelijk X zij. De waarde 
van y wordt uit dien hoofde genaamd de integraal der tweede 
orde, of korter, de dubbele integraal der differentiaal- functie 

Xdx^^ en aangewezen door I IXdx^, waarvoor men ook gewoon is 
te schrijven JXds^. Op gelijke wijze zal de waarde van y, die 
aan de tweede der gestelde vergelijkingen voldoet, de integraal 
der derde orde of de drievoudige integraal der functie Xdx^ ge- 
naamd, en aangeduid worden zoowel door jjjXdx*, als door 
jXdxK In het algemeen wordt de waarde van t/, die aan de alge- 
meene vergelijking 

^ — X 
dx^ 

▼oldoet , de n* integraal van Xdx"" genaamd , en aangewezen door 

y = JXdai^y 

omtrent welke notatie wij nog behooren op te merken , dat het 
integraal -teeken gewoonlijk niet herhaald wordt, zoodra het eene 
hoogere orde dan de derde geldt. 



i» 
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Even nn als aan elke onbepaalde integraal jXds eene willekeu- 
rige standvastige toegevoegd wordt, om eene volledige waarde der 
integraal te kannen voorstellen, zoo ook zal, in het algemeen, 
de waarde van jXdj?", behooren aangevuld te worden, met eene 
zoodanige functie van s, welke, na n achtervolgende difierentiatiën, 
nul worde, en het is ligt in te zien dat de bij te voegen functie 
op de algemeenste wijze zal kunnen aangeduid worden door het 
polynomiam 

zijnde C] , (7} . . . C , n willekeurige standvastigen , welke in de vol- 
ledige waarde der n* integraal zullen voorkomen. Tot dat besinit 
kan men ook gemakkelijk door de navolgende handelwijs geraken. 
Vermenigvuldigen wij elk lid der differentiaal -vergelijk ing 

d«y _ T 

met dx^ en nemen wij vervolgens de integrani van elk product, 
dan komt er , na deze integratie , 



d«-iy 



da;' 



±=jXdx + C. 



Deze op nieuw met dx vermenigvuldigende, en hierna integre- 
rende, vindt men voor de volledige waarde der tweede integraal, 

^LZl=jdx jXdx+fCtdx + C^ = fXdx^ + CtX + Ci, 
en op gelijke wijze voortgaande , verkrijgen wij achtervolgens , 

^L^^ = fdx ^fidx » + JCtX dx -\- jc^dx + C^ , 
of p^^-='fXdx^'hlc,x^ + C,x+C,. 

^-Ü^ = fdx U^dx* 4- 5 /^i** ^^ +fC^»dx +jC^x -4- C^ , 



of ^Z^^='fXdx^^^-^x^ + ^^x^-hC^'^C,^ 
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en dus in het algemeen 



welke bijgevoegde functie, uit hoofde C|, C, . . . willekeurige 
waarden bezitten , door de hiervoren opgegevene, 

mag worden vervangen. 

Wil men de integraal bij x =z sc^ doen aanvangen , dan schrijft 
men voor de n* integraal , 



n tx 

h 

•*o 



Xds^ + Ci(s—SoY-^ + C,(i?— a?o)*~^ . . . + C«-j(j?— Xo). 



as' 



S 77. Zoo als uit het voorgaande blijkt, vordert de bepaling der 

waarde van jXda'' , eene bewerking welke het omgekeerde is 
eener n maal verrigte differentiatie, en daarom genaamd wordt eene 
fiToudige integratie der functie Xdx\ Tot het uitvoeren dezer be- 
werking zal men dus in de eerste plaats de integraal hebben te zoeken 
van Xdapf vervolgens de hierdoor verkregene functie X| met ds ver- 
raenigvaldigd op nieuw integreren , waarmede men n achtervolgende 
malen zal behooren voort te gaan om de n* integraal van Xds'^ te 
bekomen. Nemen wij tot een eenvoudig voorbeeld, de vergelijking 

d^ ^ 
ds^ " 
dan komt er achtervolgens , 

dx* m -J- 1 

tPy _ ax "*-* \ Cx \ C 
ds* {^l){m+2) ' "^ " 

du aa!" + * „ „ _ 

-' = — 1- C.x* + C.x -4- C, , 

Even zoo vindt men uit de vergelijking 

>y _ 1 

do?' (a + x)' 

« =ƒƒƒ (i+:;)i = ƒ<»' /<^ /(i^ii^. = 5 ««-+-') +Ct*« + c,x + c, . 
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In de meeste gevallen echter leveren deze achtervolgende inte- 
gratiën eenige raoeije lijkheden op, waardoor men verpligt is bij 
gedeelten te integreren , gelijk onder anderen plaats vindt bij het 

bepalen van y = / ƒ / 771 T » ^^^ y = jj^^^'^ ^*'' ^®° ^^^ 

hierbij als dan roet vrucht gebruik maken van eene algemeene 
herleidings- formule , welke wij thans zullen mededeelen, en waar- 
door de veelvoudige integraal van Xrf4P", voor alle waarden van 
n, onmiddel lt)k tot gewone of enkelvoudige integralen teruggebragt 
wordt. 

Men stelle jXdx = Jl|, dan is 

jjXdx^ = *jXdx^ = jds jXdx =jX^dx 

=z xXi — jxdXi = xX{ — jxXdx. 
Dus 

jXdx^ z=z xjXdx — jxXdx = X,, 

^fxdx^ = jdx *fxdx^ = jX^dx , 

= xX^ — / xdX^ = xXx — jxdxfXdx , 
en hierin voor X^ zijne waarde schrijvende, komt er 

fXdx^ = x^jXdx — X jxXdx — jxdxJXdx. 

Nu is 

fxdx j Xdx z=z^ x^ I Xdx — - / x^Xdx. 

Dus, na substitutie 

Uxdx^ = i \x^fxdx—2xjxXdx +fx^Xds\ =X^, 

'fxdx^ = jdx "jXdx^ = xX,-jxX,dx 

= xXi — - a?*Xj-|- - ixHx jXdx, 
Maar 

fx^dx jXdx = -• a?^ f Xdx — - Ix^XdXf 

dus 

'f Xdx' = xX, - 5 x^X, + ^^» f Xdx — ^j^'Xdx, 



I 
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Hierin voor^^eo X, hunne vorenstaande waarden substituerende, 
bekomt men , na eene geringe herleiding , 

en op gelijke wijze voortgaande, zal het niet moeijelijk vallen hier 
uit te besluiten tot de algemeene integraal -formule 

/ 2.3,.ii— 1 ' J J 

waardoor alzoo elke veelvoudige integraal in eene reeks van enkel- 
voudige ontwikkeld wordt. 

Door elke der n enkelvoudige integralen in deze formule voor- 
komende , met eene standvastige aan te vullen , zal het wederom 
blijken , dat de volledige waarde van * ƒ Xda?"* gelijk is aan de voor- 
gaande, vermeerderd met een polynomium van de (f^— '1)^ magt. 

Zie hier een paar voorbeelden tot opheldering, zoo noodig , van 
de zoo even gevondene algemeene formule 

d'v 1 
!•. Zij — ^ = -77; r-» ^^^ heeft men 

=jv{i—s^)~2\^ Jva—x^) 7i/(i— a?») "^ lv(\— ;r») y 



y 

Nu is 



Ji?^) = - 5 »*^(ï-*»)+ i *"«- « 24). 



f 
Derhalve 



ivelke uitkomst, om volledig te zijn, nog met de functie C|d?^ + C^s 
-f-C, zal behooren aangevuld te worden « 

2.. Zij 1^= ' 






Dus 
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J 1+** 6 ' 2 

— 5a;>+i J(H-«)j 

= (-6-) ^'^-^ - ( -^) '(•■+^')+ n'' 

S 78. Opmerkelijk ig het, dat de hiervoren gevonden algemeene 
integraal-formule lich tevens ouder een' zeer beknopten vorm laat 
voorstellen. Zij namelijk X = f{s) , 

en (Xdx = rfMda; -i- C, zzrP /(«)(!« + C,, 

dan is ar-^ jXdx = P ar»- 1 f(«) ib -f- C|X*~i , 

Op gelijke wijze kan men schrijven, 

x—^fsXdx = r ar»-2* ƒ•(») ds + C,s— ^ , 



•'O 

faf^^Xds = r z—^ f[%) dz + C». 

•'0 

Na sabstitutiën dezer waarden, gaat de form. (1) (§77) blijkbaar 
over in deze meer eenvoudige 

Het zal niet ondienstig zijn hier aan te toonen , dat deze laatste 
formule ook regtstreeks en wel met minder omslag, kan worden 
verkregen. 
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Uit de vergelijking 

▼olgt namelijk 

Deze met dx vermenigvuldigende, en andermaal integrerende, 
komt er 

-^~l=jjji*)a*é.+ c,s+c^ (2) 

^elke dubbele integraal gemakkelijk tot eene enkele te herleiden 
is , met behulp der vergelijking 

(-,_ s)m ^(^j dszzzm I (ar — «)"*-« ƒ(«) ds, 
vi^aaruit voJgt 

j (o; — ,)— 1 f(s)dz = -i d, r (ir — z)- /*(z)d» , 
en dus, na vermenigvuldiging met ds en integratie tusschen Oen jf, 

ulo (^ — *)"~^/ï*)^ ^^=^ ƒ%* — «)" /{«)^«- • .(3) 
welke, voor «i = 1 , geeft 

f / f{z)dtdx=r {x—z)f{z)dz, 
en hierdoor verandert (2) in 

-'o 

Eene volgende integratie geeft, op grond van vergel. (3j, en na 
m = 2 gesteld te hebben , 

^—^ = ^jm dx^ = ^ ƒ "^ (*— O Y(«) dz + C,** -^ C,M + c,. 



^^-;^ = 'JAw)dx^ = f^[^-z)f{z)dz+C,x^C, 



Dezelfde bewerking n malen verrigtende, zal men eindelijk neder 
komen op 



welke uitkomst met de form. (1) volkomen overeenstemt. 
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S 79. Wi) mogen ^ierbij niet onopgeraerkl laten, dat diezelfde 
formule ook dienen kan om de resten in de reeksen van Maclaübiii 
en Tatlob onder den vorm eener bepaalde integraal nit te drukken. 

Men stelle y = ^ j f{x) dx"* zzz F{x) , dan bekomt men door aehter* 
volgende differentiatiën ten aanzien van s, 

J o 
F,{x) = J r (*-,)»-3/(,)&+(»_l) («-2) «?,«"-»,.. +2a_i. 

I.J1..II— O J ^ 



. . • * 



Fn-i{x) = r^Wdj+l»— 1)..3.2.1.C,, 



waarait, door « = te stellen , ter bepaling van Ci» C^...* C« volgt, 
Cn- F(0). C.-1 = F,(0), C.-2 = ^-•<^« = ÏX^1- 

Daar wijders f[s) = F.(a;) , en das /(t) z= F,(<) i* 1 S^^^ ^^ '"">' 
gehaalde formule orer in 

F{x) = F(0) H- *F,(0) + ^ F,{0) ... + *"' ^""'^^^ 



1.2 ' ' • 1.2..»— 1 
4- 



— -i— - r («-«)-« F.(i)<j«. (1) 

Deze laatste integraal , welke de rest der reeks van Maclaobiw 
voorstelt, kan« indien men daarin i door x — « vervangt, door de 
volgende vervangen worden : 



r2:^i r '"-' ^-^'-^ *• 



Schrijvende wijders in form. (1), s + h voor jr , dan bekomt men , 
na onderlinge verwisseling der letters s en h, 

F(x + h)z= FW + hF,{ü^) + ^ F^(x) + . . . 7-^^ Fn^iis) 



+ — 5 / («-+*— *)-iF,(«)(l«, 



voor welke laatste integraalook^door verandering van 2 in j;+/i—is, 
mag geschreven worden , 



— -1 — 5 (" i^^Fn{x+h'^%)d% 
1.2..n«l J^ 
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aanduidende de rest der reekt van Tatloi, i\elke uitkomsten met 
die van $ 56 overeenstemmen. 

$80. De integraal der n' orde eener functie van eene enkele 
veranderlijke kan zich somtijds onder dezen vorm voordoen , 

y = f^XM f{X,ds f(X^dx fx.dx))^ , 

waarin elk integraalteeken al de daaropvolgende omvat. Om dan 
de waarde van y te bekomen , zal men vooreerst de fnnctie Xids 
integreren, de uitkomst vervolgens met X^dx vermenigvuldigen, 
dat product op nieuw integreren, en aldus op dezelfde wijze voort- 
gaan 9 zoodat men n achtervolgende integratiën zal hebben uit te 
voeren. 

Zij bijv. y = j^xPdxj^x^dxiü^dx)), 

dan is de bewerking de volgende .* 

J r+l 

j(x^dx jx^'dx) = jai9-¥r^i^ ^ CJx^ds + C| 

(r+l)(q+r+2) ^ ,+1 ^ "' 

^ (r+l)(g+r+2); ^q+lJ ^ J 

(r+1 ) (^-i-r-h2) (p4-g+r+3) (q+i) (p-H+2) 

jH-l 
waarvoor men eveneens schrijven mag, 

(r+l){q+r+2){p+q+r-^)^ ' ' 

Bij de uitvoering dezer achtervolgende integratiën zal men zich 
dikwerf met voordeel kunnen bedienen van de formule 

f(dX fPdx) = X fPdx—fpXdx , 
afgeleid uit de bekende herleidings-formule. Men hebbe bijv. : 

dan geeft de voorgaande formule terstond , 
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welke laatste integraal voor alle waarden van m reeds vroeger op- 
gegeven is (§ 25). De gevonden uitkomst zal vervolgens, om voor 
y eene volledige waarde op te leveren , nog aan te vullen zijn met 

Bij de behandeling van de theorie der bepaalde integralen , heb- 
ben wij reeds voorbeelden van dubbele integratiën met twee ver- 
anderlijke grootheden gegeven. In de volgende lessen zullen wij 
ruime stof vinden, het gebruik zoo van enkelvoudige als van dub- 
bele en drie\'oudige integralen tassehen gegevene grenzen, bij meet- 
kunstige onderzoekingen, te leeren kennen. 

De theorie der veelvoudige bepaalde integralen heeft , door de 
bemoei) en issen der eerste wiskundigen van onzen tijd, groote vorderin- 
gen gemaakt en tot opmerkelijke uitkomsten geleid. De behandeling 
van dat onderwerp ligt echter buiten bet bestek van dit leerboek. 

In het tweede deel van het vroeger aangehaalde werk van Moioifo 
kan men het meest belangrijke hieromtrent bijeenverzameld vinden. 
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Rectificatie of lengte^bepaling van kromme lijnen. 

S 81, Tot eene der voornaamste meetkunstige toepassingen der 
integraal-rekening behoort de rectificatie van kromme lijhen, waar- 
onder men verstaat het bepalen der lengte van den boog eener 
kromme begrepen tasschen twee van hare ponten, ten einde hier- 
door eene regte lijn te kunnen aanwijzen, welker lengte met die 
van den gezegden boog overeenkome. In de gewone meetkunst is 
reeds geleerd hoedanig men voor den cirkel de lengte zoo van den 
geheelen omtrek als van een gegeven boog in deelen van den straal 
berekent. Zoodra het echter andere kromme lijnen geldt, kan 
die lengte-bepaling of rectificatie, gelijk thans blijken zal, alleen 
met behulp der integraal-rekening, op eene naaawkearige wijze 
geschieden . 

Beschouwen wij in de eerste plaats de vlakke kromme lijnen» 
wanneer zij door eene vergelijking tnsschen regtstandige coördina- 
ten gegeven zijn. Zij AmM (fig, 1) eene zekere kromme, en stel- 
len wij ons voor de lengte s te zoeken van eenigen boog AM y ge- 
rekend van het snijpunt A met de as der ordinaten. Deze lengte 
kan blijkbaar als eene functie der abscis of der ordinaat van het 
veranderlijke punt beschouwd worden, zoodat men stellen mag 

s = F{x) of ê = rty), 

en het zal er dus eeniglijk op aankomen eene dezer beide functien 
te bepalen. Daar er nu voor de verschillende kromme lijnen 
geene algemeene en eindige betrekking tnsschen de drie grootheden 
s , y en f aan te wijzen is , als geheel afhankelijk zijnde van den 
aard der kromme, is men verpligt hier zijne toevlugt te nemen tot 
de reeds bekende differentiaal-betrekking ([* D. S 83) , 

dl» = dx^+dy*. 

of d, = y(i+^£)ix, 



I7fi INTEGRAAL-REKENING. 

«f , = fX + c, 

zoodat hier ai t, ingeval eene eindige of eene differentiaal-betrekking 
tasschen ^ en op of y bekend is , de waarde van s in functie van 
den hoek ^ kan worden bepaald. 

Welke der voorgaande integraal-formules ook toegepast worde, 
zoo ziet men terstond in, dat de moeijelijkheid aan de rectificatie 
eener kromme verbonden, geene andere kan zijn dan die, welke 
de intqg^ratie zelve oplevert. Die moeijelijkheid zal zich intusschen 
bij verre de meeste kromme lijnen opdoen , en zulks wegens de 
irrationaliteit 9 welke steeds in de integraal -formule bevat is, en 
slechts voor enkele krommen verdwijnt. 

Verkrijgt men tot uitkomst der integratie eene algebraïsche functie 
van :g of van y , die voor raeetkunstige constructie vatbaar is , dan 
zegt men dat de kromme ook in eenen zuiver meetkunstigen zin 
voor rectificatie vatbaar is, of gerectificeerd kan worden, hetgeen» 
zoo als genoegzaam bekend is, onder anderen bij den cirkel geene 
plaats vindt. 

Bij het gebruik maken van een scheef hoekig coördinaten-stelsel , 
welker assen elkander onder den hoek a snijden , zal men , gelijk 
uit eene figuur gemakkelijk op te maken is, voor de waarde van 
ds bekomen, 

ds = V{d^ ' + dl/' H- 2 cos,a ds dy) , 

en dus s = Id^rV/jl +-^.4-2co*.a -?-( 

J I dx^ ds) 

of s = (dy\/\l+— -h2i:os.a—[ 

J ^ dy2 dyl 

S 83. Tot toepassing der voorgaande formules kiezen wij de na- 
volgende voorbeelden. 

l®. De parabool y' = px. Men heeft alsdan 

dy 1 flfcr 2y 

dx 2 ^ dy p ' 

De form. (4) (§81) is hier verkiesselijk , en geeft terstond , wan- 
neer men den parnbolischen boog bij den top doet aanvangen , 



= ƒ' «^(i + ^^>y' 
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welke, in fanctie van d? oitgedraict , geeft, 

2«. De kettinglijn 

dy 11 -: 






of 8 — ^{é^—e -)=l/(y'-.a«), 

« 

waardoor das de lengte des boogs gemakkelijk uit die der ordinaten, 
tassohen welke hij begrepen is » door constrnctie kan worden bepaald. 

3». De cycloide (P D., S 82) 

y = V^(2ra: — a?>)4-rinn.» -, 

r 

^ _ ^(^ÜZf ) 

. = fV(l+?!^W = fV^r^f =2v/2r^, 

ten blijke, dat elke eyoloidale boog MC (fig. IA), gerekend van het 
toppnnt (7, tweemaal de lengte heeft van de overeenkomstige 
koorde CR in den beschrij venden cirkel. De geheele tak der cycloide 
heeft das eene lengte gelgk aan viermaal de middellijn van dezen 
cirkel. 

Wil men hier de fonn. (I) ($ 82) in toepassing brengen , alt hoofde 
de kromme gegeven kan worden door de twee vergelijkingen 

X = r{l — eoi.^), y = r(9?4-«n.sp) , 
loo heeft men 

--. = r «n.^, /- = ♦'(1 + cos,^) , 
11. 12 
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das #= j V''|r*m.'^-|-r*(l -|-co#.f>)> Id^?, 

J o 

of ■ « = 2r I C09. - ^d^ z=z kr »tn. - s? = 2v^2rx. 

Jo ^ ^ 

Voor 9? = JT , wordt « = 4r , zijnde de lengte der halve cycloide. 

A^. De cirkel i?» -|- y» =r* 

dy s ar i/^l-u^^'^ *^ 

di~ y~ V^(r»-.a?»)' ^ d^/ V^(r«— i?») • 

r^ rda; _ a? 

' = I — 7*^ r = rB*in. - 

of # z= — r ^ !" ^ ,^ z= rJïco*. ?^. 

gelijk behoort. Door deze integralen in oneindige reeksen te ont- 
wikkelen (S 52), zal men den boog ia fanctie van de abseis of van 
de ordinaat kunnen uitdrukken. 

— -+.^ = 1 



5». 


De ellips 


dx 




a? 

y 


Dui 


j 





^ dj?«^ a«y V a>(a»— ^»)^ 

aJo ^ a* — ^* ' 



o 

a» 5» 

of, stellende r — == «*, en a? = am.^, komt er 

a' 

welke integraal wij reeds {% 48 en 49) in convergerende reeksen 
hebben leeren ontwikkelen, en ingevolge de notatie der elliptische 
fuuctiën (S 50 in de noot), door aE{e^ <li) wordt aangewezen. Het 
blijkt hieruit tevens, dat de tweede soort dezer functiën steeds 
de lengte voorstelt van een' elliptischen boog, gerekend van het 
uiteinde der kleine as; zijnde hierbij de halve groote as tot eenheid , 

en de halve excentriciteit tot modulus genomen. Voor ^= - gaat 

de boog s over in het elliptische quadrant 5 = £'(«), welke lengte , 
ingevolge het aldaar gevondene , door de navolgende reeks in fanctie 
van a en e kan worden bepaald , 
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2 J V2/ 3V2.4/ 5 V2.W 



enz. 



Voor kleine waarden der Terhooding e zullen dus weinige termen 
der reeks voldoende zijn ter berekening der waarde van S. In het 

bijzonder geval van c = O , komt er S= — • 

2 

EüLGR heeft den navolgenden weg ingeslagen ter verkrijging eener 
convergerende reeks voor het elliptisch quadrant. 

Men stelle x = ak'( — s—)» ^^^ V = ^V[ 'Z )« Hieruit volgt 
dx a 1 dy h I 



dz 2|/2V(l-f-2)' di l\/2W(\—ty 
dos d« = V\ ^ — - \d%. 



of 



2i/2 V 1— «» 

c f v/(1 — ng) 

~2l/2J Vd — «2) '' 



zijnde hierin kortheidshalve a* +5* = c*, en a* — A* =c*n gesteld. 
Nu is, door ontwikkeling van den teller der integraal in eene reeks 
volgens de magten van i , 

e i r dz n t zdz n* r x^dz 3.n' t zHz 

— enz* |. 

De integralen nemende tusschen de grenzen a = — 1 en*=l, 
waarmede j; = O en ;r =r a overeenstemmen , en hierbij acht gevende , 

dat men , voor alle onevene waarden van m , heeft I — ~ =. O , 

J-_lK(l — «') 

zoo bekomt men, met behulp der form. (!) $ 53, 

_ en i 1 1 i 1.3.5 1.3 ^ 1.3.5.7.9 1.3.5 ^ - 

'~2i72l O^"* ~2X6:8'2:4'* ~2.4.è.8.10.12'2X6'' '"*'°' *' 

waarin n m C «* is. Voor kleine waarden van e zal deze reeks 

ten aanzien der convergentie de voorkeur boven de vorige verdienen. 
Bij eene eerste benadering vindt men alsdan voor de lengte van 
bet elliptisch quadrant, 
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$84. Ofschoon de hierroren gevonden integraal-aitdriikkingvoor 
den boog s aantoont, dat de ellips voor geene rectificatie in een' 
meetkunstigen zin vatbaar is, bezit deze kromme nogtans de op- 
merkelijke eigenschap, dat men op elk elliptisch qaadrant altijd 
twee bogen kan bepalen, welker lengte-verschil door eene regte 
lijn aan te wijzen is. Wij kannen niet nalaten van deze belangrijke 
eigenschap het navolgende betoog te leveren , na eenige daartoe 
betrekkelijke bijzonderheden te hebben laten voorafgaan. 

Zij AMB (fig. 7) een elliptisch qaadrant, JJf'^' het omgeschreven 
cirkel-quadrant tot straal hebbende de halve groote as AC:=:a. 

Trekken wij de raaklijnen Jl/J, M'T aan twee panten Jf, M' ^ 
in beide krommen tot de zelfde abscis^behoorende, en wijders de 
voerstralen CM en CM\ De hoek B' CM' = CM' P = M'TP, 
stelt hier den hoek^ voor, aithoofde van s ^=.asin,<p Zij nog hoek 
PMT ^=:.<py dan is nit de figuar gemakkelijk de navolgende be- 
trekking op te maken tasschen de hoeken ^ en s^ , 

of iq^9 ^9'^ = T («) 

o 

waaruit verder, ter bepaling van een' dezer hoeken in functie van 
den anderen, nog deze vergelijkingen worden afgeleid, 

$%n.é z=: — — , cos,^ =± - — . . , (B) 

1/(1— c«m.V) aVil—eUin.*9) ''^^ 






V(\—e^sin.'^(py '^ a 1/(1— «*«tn.*<^) 



De vergel. (a) geeft terstond te kennen, dat de hoeken ^ en ^ 
met elkander mogen verwisseld worden; zoodat, indien wij op de 
ellips een tweede punt m nemen voor hetwelk de hoek ^, gelijk 
aan den hoek ^ van het punt M zij, alsdan de raaklijn mf, aan 
dat punt m , een' hoek tp met de ordinaat mp zal maken. Uit dien 
hoofde zullen wij deze beide aldus bepaalde punten, owr€en$iemmend9 
panten der ellips noemen. Zij bezitten eenige niet onbelangrijke 
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eigenschappen , waarvan wij hier slechts de navolgende te vermelden 
hebben. 

In de eerste plaats znllen de deelen KT en ht der aan die pun- 
ten Mf m getrokken raaklijnen, en begrepen tnsschen de coördi- 

naten-assen, voor beiden dezelfde lengte hebben. Zulks volgt uit 

JM wr^ CT a* \ a „ 

waarde van KT = = — — =: t welke, na ver- 

wisseling der hoeken ^ en ^, onveranderd blijft. 

De normalen door beide punten getrokken, zijn op gelijke af- 
standen van het middelpunt C verwijderd. Immers, zij CR = s, 
de loodlijn op de normaal Jfi? neergelaten, dan heeft men , den hoek 
MCA = fp' stellende, 

CR = JlfC«tn.(f— ^') = xiin.f — ycos.fp^ 

of, omdat w = a«tn.^, en dus y«r=: hco9»<p is, 

welke uitdrukking, na onderlinge verwisseling der hoeken 9 en ^, 
niet van waarde verandert. Zij kan , op grond der vergelijkingen 
(f) en {f)f nog onder een' dezer vormen worden voorgesteld. 

.0' — 5*. sin.^cos,^ a* — 6*v sin.ificos.^ 



X = (o— 6) «o#.(f— ^) = — (a+h) eo8,(ip+^). 

Uit deze laatste uitdrukking blijkt onmiddellijk, dat z eene 

maximum-waarde O'^b bekomt voor f> = ^. Neemt men alzoo op 

a 
den omtrek der ellips een punt fi, voor hetwelk tg^zn |/r » en waar- 
van de ligging door eene eenvoudige constructie te bepalen is, 
dan zal de normaal van dat punt het verst van het middelpunt C 
verwijderd zijn. 

Voor de lengten der deelen TM en MK der raaklijn KT aan de 
ellips, vindt men gemakkelijk 

bco8.^ b* ig»fp 



MT = 



MK = 



co8.^ a V{1 — eUin.*^) 



Dus, na verandering van ^ in v, 

fnt = 1 = acot,^]/(\ — e^stn^^j 

C08»^ 
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mh = 1. = aig.^Vil — e««n. 

Hieruit volgt Terder, 

ten blijke, dat het Tersehil in lengte van de gedeelten der raak lijnen 
aan twee overeenkomstige punten if, m, begrepen tussehen de 
raakpunten en twee verschillende coördinaten -assen gelijk is aan 
den afstand van het middelpunt tot de normalen, gaande door die 
punten. 

Differentiëren wij thans dé hiervoren gevonden vergelijking , 

ten opzigte van $ als onafhankelijke veranderlijke, dan komt er, in 

düp dy 

acht nemende dat —- == «in.^, en -^ zz: — cos,a> is , 

ds ds 

dz d9 

--- = (d? cos.^ + y sin.^) -- -f- l , 

dus ^' ^ 

dz — ds = (a sin.ift cos.^ + b cos,^ 8in.<p)d^ = aV{ 1 -i—^* sin . * <p]d<p , 

ingevolge de vergelijkingen (i?) , of na integratie 

z — » = « ƒ 1^(1 — c*«in.*^)d^-f-(7. 

De integraal in het tweede lid dezer vergelijking stelt de lengte 
van den met s overeenstemmenden boog Bm =: s* voor, en omdat 
voor <M == O, X en « qlk verdwijnen, terwijl ^p =z - wordt, moet 

de standvastige C, na verandering van teeken, de lengte S van het 
elliptische qnadrant aanwijzen. Derhalve heeft men de betrekking 

z — s z=z s —5, 

of s—[S — s') =z s, 

aanduidende, dat het verschil in lengte tussehen de twee overeenstem-- 
mende boogen BM en Am, gerekend van twee verschillende toppen der 
ellips, gelijk is aan het verschil der overeenkomstige raaklijnen RM en 
mi, of aan den afstand van het middelpunt tot de normaal^ gaande door 
de uiteinden van elk dezer boogen. 

Deze opmerkelijke eigenschap der ellips werd voor het eerst door 
FikGiiAifi, een Italiaansch wiskundige der vorige eeuw, ontdekt. 
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S 85; Beschouwen wij nog 



1®. De hyperbool 

a* 6* 



U?l=i 






dy 6*0? 

ds a*y 

Stellende de halve exentriciteit )/(a*4-^>) = a^, dan heeft men, 
den aanvang des hoogs in den top plaatsende, 



-lyt^i'- 



welke uitdrukking, even als die voor de rectificatie der ellips, 
volgens eene oneindige reeks kan geïntegreerd worden» Zij te dien 
einde o? = asee,^ gesteld, waardoor a overgaat in 

f'*' d^ 
$ =z: al |/^e*— cotf.M • 

Derhalve , na ontwikkeling der wortel -grootheid , 



l 1 I I r^ 



<pd<l' 



1-3 ir* 4/-I/ ^-^-^ ï f * t,A, 



enz. 



Deze waarde van s zal, voor ^=z= -, blijkhaar oneindig groot worden. 

Zoekt men echter het verschil tusschen den hyperbolischen boog 
en de lengte / der assymptoot begrepen tusschen het middelpunt en 
het punt dezer lijn tot dezelfde abscis x behoorende, dan vindt men, 

omdat l = -l/(a'+6*) = a«w(?.^, en wc.^ — tg,^ =. 



a 1 + sin.ifi * 



cos.<P 1 , , 1 lp , ,,, 

( l-j-nn.^ 2ö* 2.4 c*j 



/ — * = ae 



2.4.6 c«J^ \ 

Door ^ te doen naderen tot » en dus den hyperbolischen boog 

onbepaald te doen aangroeijen, zal de limiet van het verschil/ — $ 
tot waarde verkrijgen , 

«^ U 1 /l U* 1 /1-3 1 V* 1/1.3.5 1 V» \ 

47r'^-2(rê)+3(o-?)"^ï^2i:6T»)+^"'l 



184 INTEGRAAL-REKENING. 

Ook de hyperbool heeft met de ellips de eigensehap gemeen dat 
men altijd twee bogen der kromme zal kunnen bepalen , welker 
lengte- verschil dooreene regte lijn aan te wijzen is, Tan welke dgeo- 
schap wij insgelijks een betoog hier zullen mededeelen. 

Zij AMO (fig. 8) de helft van eenen hyperbolischen tak, C het 
middelpunt en F een der brandpunten. Men beschrijve een cirkel 
qnadrant met CA = a als straal, en trekke uit P de raaklijnPJf' 
aan dien cirkel, dan zal, op grond der aangenomen betrekking 
s=z a sec^f of yz=i b tg.^, ip door den hoek M'CP worden voor- 
gesteld. Noemende wederom ^ den hoek PMT^ dan zal men zich , met 
behulp der vergelijking 

dx asin.^ 

5; = ^-^ = -ï- w 

spoedig kunnen verzekeren , dat PT de gemeenschappelijke snbtan- 
geiis is voor de punten M en M' van de hyperbool en van den 
cirkel. 

Uit de vergel. (a) laten zich de navolgende betrekkingen tusschen 
de hoeken ^ en ^ afleiden. 

sin.^ h 1 

Stn.^ = -77- r-r- , CO$.<p = — • -77-5 T—- , . {p) 

ixn,(lf = - tg. 9, eot.^ = — ^ '. 

a co8,f 

Uit C de loodUjn CR op de raaklijn MK trekkende, heeft men, 
Ar = s stellende, 

X = CTêin,^ = aeot.fp ê\n.0 = — — : r—-. 

Beschrijven wij thans op CF = ae een cirkel-quadrant en tevens 
een elliptisch quadrant tot halve kleine as hebbende CB = è. 
Nemen wij wijders op deze laatste kromme een punt ilfi tot dezelfde 
abscis behoorende als het punt JU' in den cirkel , dan zal de afstand 
van het punt C tot de normaal van het punt Jlfj, naar aanleiding 
der in $ 84 gevondene formule (^), tot waarde hebben, 

(a*«* — h^)$in.(peo9,(ff atin.ipeoi.ip 

Dewijl het nu aldaar gebleken is dat men op den omtrek der ellips 
altijd twee punten bepalen kan, welker normalen even veel van 
het middelpunt verwijderd zijn, volgt hieruit 1^ dat er op de 
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hyperbool nog een tweede punt m zal aan te wijzen zijn , yoor hetwelk 
de afstand tr even groot is als de afstand TR voor het punt üf , 2^» dat 
die afstand tevens voor eene maximum- waarde ae— •& = V^(a'+6'} — b 
vatbaar is, als wanneer de beide overeenstemmende punten Jf enm 
sich tot het enkele punt fi Toreenigen. Om de betrekkelijke ligging 
dezer punten te bepalen, noemen wij ^' en^' de waarden, welke 
^ en 9 Toor het punt m aannemen , dan is het klaar dat de hoeken 
* en ^\ op grond der vergel. (a) van $ 84, aan elkander verbon- 
den zijn door de Tergelij king 

. ae 

waaruit volgt , ^ 

, aê 8in,'*P e «tn.^ 



of €0$.n^' =:: 0tin.^. 

Haar volgens {§) is , 

. b \ hl 



cot.f = - 



Derhalve eou^cos,^' = — , {y) 

zijnde eene betrekking tusschen de hoeken f , s^', behoorende tot 
twee overeenstemmende punten der hyperbool, en waaruit tevens 
de onderlinge verwisselbaarheid dezer hoeken op te maken is. 

Ter bepaling van het punt /i, voor hetwelk de afstand x een 
maximum wordt, heeft men, dewijl alsdan ^' = ^ en ^' = (^ , 

os ' " ae 

waardoor elk dezer hoeken op dezelfde wijze als bij de ellips kan 
worden geconstrueerd. 

De punten ü en m hebben de eigenschap dat de raaklijnen 
MK en tnk even lang zijn. Immers , de figuur geeft terstond 

MK=JL.t= ? = f! = m*. 

Differentieren wij thans deze laatste vergelijking ten aanzien van 
êf dan komt er 

a.( — j dA— — ) M%n.0' xeos.^-^ 

V s/ ystn.pf as ds 

di ds stn.*^ 
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of, omdat — - = sin.^, 
ds 

en X zir ai€C»\^ = 



V/(l — «»#t«,V)' 



komt er d.f— ) =:: ds—-77z r-r-r— (<^ 

\%J 1/(1 — e* ««.*sp) 

Haar uit de hierroren gevondene vergelijking co^.^;' = eitn.^, volgt 

tin.fP'd^' = — ecos.^d^f 
d^' dep 



das 



en 



Hierdoor geeft de vergel. (tt) 

a* , rdyv/(e*— co«.*V) 

— = 'H-I- — 



«o«.*V 



C, 



of y stellende den boog Am.z=z s\ 



a^ 



De standvastige C laat zich aldas bepalen. Voor het punt m 
wordt « = #' = i^Ai =z= S, en JffX verandert in — ? — = a« + 5, 

dus 2S+(7 = ae + h = m*', 

waaruit verder volgt 

s — S—(S--s') = MK—fik', 

aanduidende, dat het vertehil der hyperbolische hoogen Mfn en m/u 
gelijk is aan het verschil der raahlijnen MK^fih' . 

Voor szzzO^ wordt ^' ==«, en dus s' gelijk aan den oneindigen 

tak der kromme, terwijl MK overgaat in de oneindige assymptoot. 
De laatstgevondene vergelijking verandert alsdan in 

waaruit volgt , dat het verschil tusschen de oneindige assymptoot en den 
oneindigen tak der hyperbool gelijk is aan het verschil tusschen de lengte 
der raaklijn fik' en die des dubbelen hoogs Afi\ welk verschil in de 
voorgaande S door eene oneindige reeks is uitgedrukt. 
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Men kan tevens bewijzen , dat elke hyperbolische boog zich door 
middel van twee elliptische boogen laat bepalen. Het zou ons 
echter te ver afleiden, omtrent dat onderwerp hier in meerdere 
bijzonderheden te treden, uit welken hoofde wij vermeenen den 
lezer dienaangaande te moeten verwijzen naar onze in 1833 uitgegeven 
Verhandeling over de rectificaHe van de ellips en hyperbool O. 

2®. De cissoïde 

y = a:y 

a — s 

Men zal vinden 

l'2 + v/3) (z — i/S. 



s = a(a~2) 4- aVS l\ 



Viz^—S) 



.. j , . . ^/•*«' — 3dr\ 
zijnde hienn « = l/( ) 

^ a — ^ ^ 

3^ De hypocycloïde 

IJl 

47^ -f- y^ =r a' 



I 3 

Men zal vinden * = o l^^^*- 



•4^. De kromme lijn, bekend onder den naam van Lemnwcata, tot 
vergelijking hebbende 

en welker symetrieke gedaante , ten opzigte der coördinaten-assen , 
in fig. 9 voorgesteld is, kenmerkt zich onder andere eigenschappen 
door deze, dat men op die kromme altijd twee boogen van gelijke 
lengten, of waarvan de een een bepaalrl veelvoud van den anderen 
is, kan aanwijzen; eene eigenschap, welke insgelijks door FAciiAifi 
het eerst opgemerkt is geworden. 

Stellende a?'-hy* = **» zoodat z de lengte der koorde vanden 
onbepaalden boog OM aanwijst , dan laat zich de differentiaal ds op 
eene eenvoudigere wijze, in functie van d«, dan in functie van 
dx of dy uitdrukken. Men heeft namelijk, op grond der vergelijking, 

«* = a*(x^—y*) = a*(«*— 2y>) = a*(2j?*— f^), 

A fy_l o*— 2a* dx 1 a*4-2x» 

di~ ai/2(a«— X»)' 5x ~ i i/2(o*-hx«) ' 



(*) Zie het 4q D. 2e stuk van de werken der 1» kl. van het K. R. Instituut 
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waaruit men na eene ligte herleiding bekomt , 

das s = a* I • 

Door hierin s z=: ann.^ te stellen, verandert deze integraal in 

d^ 



='h 



y(l+m.V)' 

waarran de waarde uit de algemeeneform. (8) TanS48kan worden 
afgeleid, door namelijk c>= — l te stellen. Voorde lengte S van 
een der qnadranten van de lemniscata , geeft forra. (9) der aangehaalde 
S terstond, 

o_ f% dfp ani^ /lv> /l.è\> /1.3.5\» \ 

Wil men na op de kromme een tweede pant M\ voor hetwelk 
% in %' overgaat, in dier voege bepalen, datdeboogen OM en AM' 
dezelfde lengte bekomen , en das 

, f dx j f d%' 

^ jl/(a*-*«) — * ^ j|/(fl* -,'♦)• 

dz dz' 

01 



sij , dan zal men , volgens Fagr ani , i' ' te vervangen hebben door 

dtp' 



r), of hetgeen hetzelfde is, in de 1- 



V(l + «n.V') 
sin.^' moeten schrijven, 

VH-«in.*^/ ~ 1/(1-». m.V)' 
Werkelijk vindt men alsdan 

1 _ ./ 1+nn.V x 

, _ i/2.df 



voor 



en d^ 



l-f-«tn.'^ 



«11 df d^ 

Derhalve -— . , ,, = — ^ • -■ — : — r-~: 
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Tusscheit de hoeken ^ en 9' bestaat de eenvoudige betrekking 

^9-9' = 775 ^o«.^, of tg.ip tgy = — . 

en, omdat roet f = en 5!> = r overeenitemmen f'=:- en fp'=0, 

2 • 2 

volgt uit de vergelijking 

^9' _ n 



f ^^ l f 



l/(l+.«ti.V') 

terstond y dat de standvastige C hier de lengte 5 van het quadrant 
OMA beteekent. Derhalve boog OM = boog AM'. 

De onderzoekingen van Fagnahi zijn later door Eülbr uitgebreid 
en op andere transcendentale kromme lijnen uitgestrekt geworden (*). 

S 86. Behandelen wij thans de rectificatie , wanneer eene kromme 
door hare poolvergelijking gegeven is. Men heeft in dat geval toe 
te passen de formule (I D, § 99) 

al naarmate men de integratie in functie van ^ , of in functie van 
« verlangt uit te voeren. Moet men de lengte bepalen van een' 
boog, welks uiteinden tot 'polaire coördinaten hebben f=ia, ^=:fi 
en 5 =p, iB = 9, dan heeft men tusschen die grenzen te integreren, 
en dus 

te stellen. Indien de lengte des boogs geteld moet worden van het 
snijpunt met de as, voor hetwelk f = is, zoo wordt 



= iy{"^o> 



C) Zie zijne Ofservationos de comparatione arcuum curvarum irrectijicahilium , 
in de memorien der Pelerburgsche ikademie, over de jaren 1756 en 1757. 
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Eenige weinige Toorbeelden zullen voldoende zijn om het gebruik 
dezer laatste forraale nader toe te lichten, 
l^'. De gewone epicycloïde 

z = 2a(l — cos.f), 

f9 l pil 

« = f Aasin» 5 ^d^ = Sal sin. 5 fd « 9» , 
J o * J o 

dus « = 8a(I — co». 5 9) , 

Voor ^ =r 1800, heeft men * z=z Sa. 

Oe epicycloïde behoort alzoo tot de transcendentale krommen , 
die door eene eenvoudige constructie kunnen gerectificeerd worden. 
2®. De logarithraische spiraal 

z = av, 

dz ,, , „ , «# 1 

— = a9l[a) = «i(o , zz: — . , 

df> djs {(a) 

De lengte van den boog wordt gerekend van de pool nf , als 
wanneer de boog uit een oneindig aantal omwentelingen bestaat. 
De gevondene waarde van s is dus te beschouwen als de limiet , 
waartoe de lengte des boogs nadert, naarmate een zijner uiteinden 
digter bij de pool genomen wordt. In dien zin zijn dan ook de 
lengten van twee verschillende bogen evenredig aan die der voer- 
stralen, waardoor zij begrensd worden. 

3<». De ellips 

_ ah 

de pool in het middelpunt geplaatst zijnde. 

dz — ah[a^ — 5') «n.9>co«.9? 

— — — ^ abyi ■ ■ - I » 

df ' (a*sin,*qf*{*b^eos,^f)^ ' 
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of na herleiding 



dus 



d$ , V(a^ sin.^^ + b* cos, * 9) 
— zz: ab ^ 



t 



[9 |/(o*.?in. * 9> + dVof . * ^)d^ 



= abf' 



Deze integraal-uitdrukking i» voor vereenvoudiging vatbaar, wan* 
neer men een' nieuwen hoek ^ invoert, zoodanig» dat 

. ad^ hd^ 



Hierdoor zal men na herleiding vinden, 



ZIJ. 



I 

! S 



of a*— ^* = a*e* stellende, 










l'jd^, 



voor de lengte van een willek eurigen boog, gerekend van het uiteinde 
der grooteasy welke integraal tusschen de grenzen O en tt blijkbaar 
dezelfde uitkomst oplevert als de reeds in $ 83 gevonden formule. 
Men zal ook gemakkelijk door eene figuur bevestigd zien, dat de 
hoek in laatstgemelde formule voorkomende» werkelijk het com- 
plement is van den hier gebezigden hulphoek ^. 
' Gebruik makende van de pool- vergelijking , 

b^ 
waarbij een der brandpunten tot pool genomen, enp =r — is, 

heeft men 

dx pesin,o e . . 

-- = ---^ ^— — = - M^itn.f, 

d^ (1 -+-«€o».f)* p 

diP p 1 p 



dx e ^Msin.^ ~ V'lcV — (p— f )*) 
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dos 

ê 






Mraarin Sq = ^(1 — ^)- ^^^^ iotegraal kan aldus behandeld worden. 
Hen stelle a — z r= a«cof.f ', das dz = aesin,^*d^\ 

V{2az—z^) = v^(a'— (a— :s)0 = aVCl— «*co<.V'), 
l/(2aa— ««— 6*) = l/(a««*— (o— «)>) = (wniHP', 
dan gaat de waarde van s over in 



== ar V{l—e*eo$.^9W 

Ja 



waardoor wij wederom dezelfde integraal als voren terag vinden. 

$ 87. Yoor de recti6catie van lijnen van dabbele kromming , 
welke gegeven zijn door twee vergelijkingen van den vorm 

de projectiën op de xs en yz» vlakken voorstellende, heeft men, 
volgens S ^^^p I' ])eel, 

genomen tasschen de grenzen, welke de uitgestrektheid van den 
boog bepalen. Men neme tot toepassing dezer formule de gewone 
schroeflijn. De vergelijkingen van deze kromme zijn, 

jr = aco«. — y y zrz ann. — » 

waarin m = — is, en/ide hoogte van den schroefgang beteeken t. 



In S 167, P Deel, hebben wij hieruit reeds gevonden, 

ds = v{l+~)dx, 

•II* 

De geheele schroeflijn heeft dus tot lengte, 



a* 



S = IH/(l+_) = 1/(M-Ma«ir«), 



X 
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fivereenkonaende met de hypothennsa eens regthoekigen drielioeks, 
tot regthoeks-zijden hebbende de hoogte van óen schroefgang en 
den omtrek van het grondvlak des cilinders, hetgeen ook uit den 
aard der kromme gemakkelijk was op te maken* 

§ 88. Elke lijn van dubbele kromming kan tevens gegeven zijn 
door twee vergelijkingen tusschen de polaire coördinaten van hare 
ponten. Voor deze coördinaten worden alsdan gewoonlijk aangeno- 
men devoerstraal r, de hoek i9, door die lijn met de as der z ge- 
vormd , en de hoek 9? , begrepen tusschen de as der x en de pro- 
jectie van den voerstraal op het a?y-vlak. 

Zoo als bekend is, bestaan er tusschen deze drie polaire en de 
regtstandige coördinaten , de navolgende betrekkingen , 

Hieruit volgt 

•=. T^êin^-d^ d<p^ «4- (r cot,d- d^9 + sinM dr)^ , 
dar* = (cos.9 dr -^ r $in.^ d^)* , 
^u» ds = y(da;^+dy^-hdz^) z=z Vidr^-hr^d^^-hr^sinJ^^d^** 

Men kan evenwel ook zonder zoodanige substitutie, regtstreeks 
tot de waarde van d^ geraken. Verbeelden wij ons namelijk eenen 
bol, beschreven uit de pool als middelpunt, met eenen straal r. 
Indien men nu het uiteinde van dezen straal met het punt , waarin 
de bolden voerstraal r-\-dr snijdt, vereen igt door een boogje van 
een' grooten cirkel, dan ontstaat hier uit een oneindig kleine 
regthoekige driehoek, hebbende ds tot hypothenusa, dr lot eene 
der regthoekszijden , en het gemelde boogje tot andere regthoeks- 
ïijde. De waarde dezer laatste kan aldus bepaald worden. Brengen 
wij door de as der z twee vlakken , bevattende respectivelijfc de 
beide voerstralen r en r -\- dr, en makende alzoo met elkander 
eenen hoek d^; wijders door een der uiteinden van het cirkelboogje 
«en vlak evenwijdig aan dat der xy. Dat boogje wordt nu^ zoo als 
ligtelijk in te zien is, de hypothenusa van een regthoekig drie- 
hoekje beschreven op den bol , en welks regthoekszijden tot WJiarden 
liebben rd»^ en r sinM^. Hieruit volgt onmiddellijk 

ds = V/ (dr^-hr^d^P-^r^sin^M<p^-). 

Met behulp van de beide vergelijkingen der kromme kan rtiew 
IL 13 
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f wee der Teranderlijke coördinaten in functie der derde oitdrukkeo, 
zoo dat ê een' dexer drie normen bekomt, 

waarna de integratie tosschen de gegeren grenzen moet verrigt 
worden. Wij achten dit weinige voldoende ter aanwijzing Tan dea 
weg, dien men bij de toepassing der voorgaande formule lal te volgen 
heblien. 

In het bijzonder geval waarin de kromme op het oppervlak eens 
bols beschreven is, wordtr blijkbaar standvastig, en de waarde van 
M herleidt zich als dan tot deze meer eenvoudige uitdrukking 

waardoor slechts eene vergelijking tn^tschen de hoeken ^ en ^ ver- 
eischt wordt om s door integratie te bepalen. 

$ 89. Met betrekking tot de rectificatie van vlakke kromme lijnen , 
bebooren wij nog eene niet onbelangrijke aanmerking hier te laten 
volgen. Blijkens hetgeen in $ 113 (l" D.) betoogd is, zal namelijk 
het verschil tnsschen de kromtestralen aan twee punten eener 
kromme altijd dezelfde lengte hebben als de boog der ontwondene, 
begrepen tasschen de uiteinden dezer beide kromtestralen. Is nu de 
gegeven kromme algebraïsch, dan zal de waarde der kromtestralen 
insgelijks door eene algebraïsche functie van de coördinaten uitge- 
drukt worden, waaruit verder volgt, dat zulks met de lengten 
der boogen van de ontwondene evenzeer het geval zal worden. 
Derhalve zullen de ontwondenen van al die krommen, welke voor 
eene meetknnstige constructie vatbaar zijn , kromme lijnen opleve* 
ren, welker boogen gerectificeerd kunnen worden. De kegelsneden 
verkeeren onder anderen in dat geval. Voor de parabool bijv. is 
in S 108 (P D.), gevonden 

„ 1 > + '4^)' 

2 p 

en in den top is Jl = - p. Derhalve vindt men voor de lengte van 

een* boog der ontwondene gerekend, van het snijpunt met de as der 
abscissen 

2/ Vp {~2/ l/p j 

zijnde a zz: 3 jr de abscis van het uiteinde van dien boog , indien name- 



\ 
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lijlc de oorsprong naar hetgenoemdesnijpunt v«rplaatat isfg 1 14, !• D.). 
Uit de vergelijking dezer kromme 

Tolgtook S = 2»/^' 

du» d$ = V(l + 5^) da, 

even als hiervoren. 

Daar echter het bepalen van de vergelijking der ontwondene 
eener kromme in verre de meeste gevallen met moeijelijkheden 
gepaard gaat, hebben de wiskundigen regtstreeksche handelwijzen 
trachten te vinden ter opsporing van Icromme lijnen, welker bo- 
gen-lengte zich door eene algebraïsche functie der coördinaten laat 
uitdrukken. Eulbr onder anderen heeft hieraan een bijzonder onder- 
zoek gew^d. Wij zullen kortelijk den weg doen kennen, waardoor 
hij tot de oplossing van dat problema geraakt is. 

dy 
S 90. Stellende namelijk ^ =: p , en dus dt = y(l +f^) ds , 

dan heeft men , bij gedeelten integrerende , 

ƒ ƒ spdp 

xdp, en s — a |/(1 +ƒ>') —jy{i+^t) ' 

Laten nu P en Q twee willekeurige algebraïsche fanctiën eener 
derde veranderlijke grootheid u voorstellen, zoodanig dat 

f f spdp 

P=Jxdp, en <?=Ji7(ï::^) 

«ij. Hierdoor verkri|gt men 

dP ^„ /M? dQ 

4D r:^ — 9 en — £ ^zz — » 

dp V(l+p^) dp 



dus 



waaruit volgt p = 



p _dQ 

va+p^) ~ dP 

dQ 



y{dP* — dQ*) 
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Daar na p eene algebraïsche fanctie van u wordt, zal zulks met 
de waarden van 

s =: —, y = px—P en $ =: xV(\'\-p^)—Q, 

insgelijks moeten plaats vinden. Door het elimineren van u tusschen 
deze laatste vergelijkingen , zal men alzoo eene algebraïsche betrek- 
king tusschen twee der drie veranderlijke grootheden jt, y en # 
kunnen verkrijgen. Blijkbaar behoort men hierbij voor P en Q 
zoodanige fanctiën aan te nemen , dat de eliminatie van u uitvoer- 
lijk worde. 

Men stelle bijv. /» = u, en ^ = --, dan vindt men achter- 

2a 

volgens y 

_ U _ dP _ (g»— tfl)f 

^ — |/(a«_tt»)' "" ~ dp~ ^^ ' 
y = px-P = -^^_^_«=«J_-5 ,j =__, 

du. (^r=--, (f)T=(«'-«')\ 



(;)*+(!)' = '. 



en 

Va/ Va 

voor de vergelijking der kromme. 

De waarde van $ z=z MV{l+p^) — Q wordt thans 

ax u^ 



t/(a>— u«) 2a' 

waarvoor men , na het verdrijven van u , en het bijvoegen ccner 
willekeurige standvastige, zal bekomen , 

even als met behulp der formule 

r^tstreeks gevonden wordt. 

S 91. Zie hier thans nog eene andere handelwijze ter bereiking 
van hetzelfde doel , en welke het voordeel oplevert van slechts 
ééne enkele willekeurige fanctie, in plaats van twee, te vorderen. 



i 
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De beroemde Morqk heeft «namelijk gevonden, dat ofschoon de 
differentiaal-vergelijking 

dt^ = dx^ + dy», 

voor geene regtstreeksche oplossing of integratie vatbaar zij, en 
zich alzoo niet door eene algemeene en eindige betrekking tusschen 
de drie veranderlijke grootheden x, y^ s laat vervangen, men 
echter aan die differentiaal-vergelijking altijd zal kannen voldoen 
door het navolgende stelsel vergelijkingen » 

X = sin. u ^i(tt) + cof.u y>s(u) y (1) 

y = coê,u^i(u) — sin.ugf^{u), (2) 

8 = 9>{^) + fi(u), (3) 

v^aarin f (u) eene willekearige functie eener nieuwe veranderlijke 
grootheid beteeken t. 

Door differentiatie kan men zich hiervan gemakkelijk verzekeren. 

Immers vindt men 

dx = eoê.u I ^i(a) 4- 9iM\ du , 

dy = — «tn.u ?.9>i(u) +sps(u)J du , 
ds = l^i(u)-^^^(u)\du, 
Derhalve ds^ = dx^-\-dy^. 

Nemen wij thans voor ^(u) eene algebraïsche functie van sin.u of 
co8,u aan, dan zal men eerstelijk, door het verdrijven van u uit 
de vergelijkingen (1) en (2) eene algebraïsche betrekking tusschen 
X en y verkrijgen. Wijders zal ook ^(u) noodzakelijk eene alge- 
braïsche functie van x ot y worden , waaruit volgt dat zulks , op 
grond van vergel. (3), evenzeer met de wa^de van t of van de 
lengte des hoogs zal moeten plaats vinden. 

Om zulks door enkele voorbeelden te bevestigen, stellen wij in 
de eerste plaats <p{u) = acfc.u, 

. ^ a8%n,u , . a(lH-<tn.*tt) 
dan 18 <Pi[^) = — r— ®" ^JV») = ; , 

. im.*u^^l + sin.*uj n , «* * i 

dus s= a\ + ; I = af l + 3(^.*ttl, 

\ êin.u êin.u ( 1 -J- «in. *tt) \ « ^ • 

y = a] = — 2a tgM , 



« = a I $ée.u 



, l + 5in.*u, ^ , 
4 ■ \ zn 2a«ffc.*u. 

cos^u 
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ft 

Uit de waarden TaH jt en y volgt na terstond , 

"■' = (^r = (- £)'• 



dos 



3a / ^ 2a 

y* [x — a)* 

4i« "" 27 a» ' 



of, stellende j; — a = x', en a = -p, ontstaat hieruit de bekende 

4* 

vergelijking der cubische parabool 

* 27p 

Voor de waarde van s heeft men na 

» _ « (pH ) 

# = 2a(l + «jy-^i*)^ — 2a(H.f^)^= -—J 

3a -' Zyp 

Bepaalt men de hierbij te voegen standvastige zoodanig dat x' en 
ê te gelijk verdwijnen , dan komt er 

Nemen wij in de tweede plaats 

9>(tt) = a«tn.*w, 
dos 9i(tt) =: astn.2tt, 

f>,(tt) = 2aeo8.2u, 
X =^ a\ nn.u «tn.2tt + 2co«.tt eas.2u | =: 2aco«.»tt » 
y z=r a/co<.u«tn.2u — 2m.ttco<.2u| = 2am.'tt, 
8 = a{m.SM + 2co«.2tt} = a ^3 co«. >tt*^)|. 

Hieruit .ol^t (£)*+(Jir='' 



en 



= «l^D'~'Hi'^^'*+'^' 
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hetgeen met de uitkomst, volgens de eerste handelwijze verkregen, 
overeenstemt. Stellen wij nog 

^(tt) = astn,2u, dus ^i(u) = 2aco8.2uy ^,(tt) = — 4a5tn.2u, 

x = 2a(sinMCos,2u — 2co8.U8in.2u) 
= — 2a {sin.u + cos.u Hn.^ u) 
= — 2a êin.u (1 + 2 cos.^u) , 

y = 2a{co8.ucos,2u + 2sin,usin.2u) 
= 2a {co8,u •+- sin.u sin,2 u) 
=. 2a cos.u (1 + 2 sin^u) , 

s = am.2tt — Aasin.2u = — Sasin.2u, 

Uit de waarden van x en y ^ vindt men gemakkelijk 

a?« + y> = -4a>(l + 12«n.*uco*.«tt) = 4a>(l +3 tftn.«2u), 

2iFy = — 4a> «iri.2tt (3+ «tn.*2u) , 

en verder door optelling en aftrekking, 

{x-^y? = 4o»(l— «n.2tt)», 

(a; — y)> = 4a*(I +«n.2tt)», 
waaruit volgt vpor de vergelijking der kromme, 

r-^')'+r-?)*=^ '•• 

en voor de waarde van den boog, 

.'• = Tl(^')*-('-ir)*t + ^- 

Indien men tot een ander regthoekig coördinaten-stelsel over- 
gaat , welker assen die der x en y onder hoeken van 45^ snijden , 
dan heeft men, x\ y' de nieuwe coördinaten voorstellende, 

y+x := x'V2 en y — x =. y'V2, 

Hierdoor verandert de vergelijking (a) in 



\aVV ~^\VV 



= 2, 



x' » u' * 
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zijnde wederom dezelfde kromme als in het vuorflpaande voorbeeld 
verkregen , terwijl de wnarde van $ wordt 



'"((^)'-(-j*)+« 



^ \4 . ^ 3 



Merken wij ten slotte nog hierbij op, dat het stelsel verge1ijkin> 
gen (I), (2), (3) tevens dienstbaar gemaakt kan worden aan het 
onderzoek van kromme lijnen, welke aan bepaalde voorwaarden 
moeten voldoen, en waarmede de wiskundigen der beide voorgaande 
eeuwen zieh bijzonderlijk bezig gebonden hebben. 

Uit die vergelijkingen laten zich namelijk de navolgende betrek- 
kingen afleiden , 

x^ + y^ = (^i(u))» + (sp,(u))«, 

dy da; dy , 

— = — tg.u, — = co*.tt, T" = — nn.u. 
dx d$ ds ^ 

Wij kunnen ons echter te dezer plaatse in geene verdere bijzon- 
derheden dienaangaande inlaten , dewijl ons nog andere meer be- 
langrijke toepassingen der integraal-rekening ter behandeling overig 
blijven. 



\ 
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Bepaling der ontwindenden van vlakke kromme lijnen. 



% 92. Het onderzoek naar de verschillende ontwindenden, welke 
elke gegevene kromme, ingevolge het reeds vroeger verklaarde 
(P D. § 113), kan opleveren, staat in een naauw verband met de 
rectificatie der kromme lijnen. Uit dien hoofde hebben wij ver- 
meend de behandeling van dat onderwerp thans te moeten laten 
volgen, alvorens tot andere meetkiinstige toepassingen der integraal- 
rekening over te gaan. 

Zij AMN, fig. 10, eene kromme, welker vergelijking ten opzigte 
van een regthoekig coördinaten-stelsel gegeven is; AM' N' hare 
ontbindende, aanvangende in eenig punt A, tot oorsprong van den 
boog AM=z8 aangenomen. Noemen wij ^ den hoek door de raaklijn 
MM' aan eenig punt (^, y) met de as der abscissen gevormd, en 
x', y' de coördinaten van het overeenkomstige punt ü' der ont- 
windende. Daar deze raaklijn MSt' dezelfde lengte heeft als de boog 
AM der kromme, zoo geeft ons de figuur terstond de beide navol- 
gende vergelijkingen: 

y — y=*«i^'9' = *^ (1) 

ff 

X « = 9C08,tp = 1 (2) 

ds 

waarin s = \v{dx^ + dy^) zoodanig te bepalen is ^ dat de integraal 
bij het punt A aanvange. Met behulp der beide voorgaande ver- 
gelijkingen , en van die der kromme y = f(x) , zal men , "zoodra de 
boog s zich in eenen eindigen vorm in functie van x etx y laat 
uitdrukken , deze twee veranderlijken daaruit trachten te verdrijven , 
ten einde hierdoor tot de gezochte betrekking tusschen x' en y\ of 
tot de vergelijking der ontwindende te geraken. In vele gevallen 
zal echter deze eliminatie groote moeijelijkheid in de uitvoering 



I' 
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kannen veroorzaken, en soras onmogelijk worden, zoodat er alsdan 
geene regtstreeksche betrekking tusschen x' en y' te vinden is. 

Laat men het aanvangspant A der ont winding geheel onbepaald « 
dan wordt de lengte der raaklijn MM' of de onbepaalde integraal 

l/(da7* + di/*) vermeerderd of verraindefd met eene willekeurige 

standvastige C. Er ontstaan alsdan een oneindig aantal evenwijdige 
ont windenden, die allen in dezelfde algemeene vergelijking zullen 
begrepen zijn. Men zal echter aan die standvastige altijd zoodanige 
waarde kannen geven, dat hieruit voor eene dezer ontwindenden 
de eenvoudigste vergelijking voortvloeije. 

S 93. Passen wij deze theorie op eenige voorbeelden toe. Zij in 
de^ eerste plaats voor de gegevene kromme genomen de zoogenaamde 
cubisohe parabool 

of y = l^a.x^. dus -?^ = - \/ax. 

^ dx 2 

Men heeft alsdan 

ds = i^{l+ yl)dx = t/(l-f-TÖ*)<^^» 

of 9 stellende — = m, 

4 



« = / 1/ (1 -}- mx)dx + C. 



Indien wij de afwinding doen aanvangen in den oorsprong , dan 
zal men tusschen O en a? hebben te integreren, en dus voor $ be- 
hooren te schrijven, 

2 i 2 



Sm 3m 

Wijders is 

dx 1 dv mx 

— — -^ = v^ 



di V^(l+ma;)* ds l-f-tna? 

Hierdoor gaan de vergelijkingen (1) en (2) over in 

y =z y — -_ (1 -f- wijf)!/ «w; -f- ~— ix^ 



Sm Sm l-i-^mx 

2 2 1 

x' = X — -— (I -f-mar)-!--— 



Sm' Bm l/d+ma?)' 

waaruit , na eliminatie V4in jf en y , eene vrij zamengestelde ver- 



V. 
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gelijking zal ontstaan. Hen verkrijgt echter eene eenvoudigere 

2 

vergelijking door het afgewenden gedeelte met eene lengte C = t— 

o 3 om 

te verlengen, en dus «z=:-- (l+ww;)^ te nemen. De heide laatste 

om 

vergelijkingen herleiden zich alsna tot de volgende. 

2 
X = s—- --- (1 4- wx) , 
óm 

2 
of , omdat y = xl^ axzn ^ xVmx , heeft men terstond 

o 

, 2 .as , 1/ 2^ 

dus yi — ^_, ^_3^ _|._ 

zijnde de vergelijking eener gewone parahool , tot parameter hebbende 

4 16 

r- = -^ , en waarbij de top gelegen is op eenen afstand gelijk 
aan den halven parameter, ter linkerzijde van den oorsprong. 

Stellende nog---=z|), dan volgt hieruit ozz:— , en dus voor 
de ontwondene dezer parabool « 

ir = X** 

hetgeen met het betoogde in §114 der differentiaal -rekening over- 
eenstemt. 

Nemen wij tot eep tweede voorbeeld de ontwondene der ellips, 



Stellende ter bekorting 

a^ = A, h^ — B, (o»— 6»A=C, 

a 

en dus A^ — B^z=C^ ^ dan is de vergelijking der gegevene kromme 



waaruit rolgt 

C—Ax^A 

l — w—] 

Bx^ 



dy _ _A .y.i A . C—Ax^ y 

ds ~ B'^xf ~ „ I V B / 
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_ V(A^C—Cixi) Ci VjA^—Cfxi) 

Telt men den boog « van bet snijpunt der kromme met bet posi- 
tieve deel van de as der x, dan zijn da en di van tegengestelde 
teekens, en wij bebben diensvolgens 

* = — f! i V{A^—C\x\)ds 

of / U>-C^jK |_g3 

uitboofdede integraal voor d; = ^. \^ moet verdwijnen. Laat men de 

bijgevoegde standvastige achterwege, zoo wordt hierdoor de lengte 

van den afgewonden boog met "T = "~ vermeerderd. De kromme 

welke hiernit ontstaat, laat zich alsdan bepalen door bet stelsel 
vergelijkingen 



,-,=(é!=|M)*|. 



B 

i 1 






In deze laatste voor -— bare biervoren opgegeven waarde sub« 

stituerende, bekomen wij 

1 

waaruit onmiddellijk afgeleid wordt 

A^ 

X = 77 d?7 • 

Wijders volgt nit de vergelijking 
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dus y' = — -7yT. 

UT 

Uit de thans gevonden waarden v^n x' en y' in functie van jr 
en y, vindt men terstond 

s'» y'* .1 , ^ ,' 

of -^+^ = 1 

sijnde , zoo als behoort, de middelpunts- vergelijking der eUips; 
Tot derde voorbeeld strekke nog de hypocycloïde 

1.4 1 

j;T -f- yT 1= iiT , 

en zulks in de onderstelling, dat de ontwinding aanvange bij het 
punt dezer kromme « dat evenver van de beide coördinaten-assen 
gelegen zij. Uit de vergelijking der kromme volgt 

dx V ' ds ^a' * di ^a' 

3 , , 3 3 1 1 IX 

s = - aTa?T — I^^^J^^ (*^ — y^ 

Dus geven de vergelijkingen (1), (2) 

y — y' == — j(a?T — yf)^T, 

3 , 1 

ar — ar' = -f- ~ (a?T — y « ) a?T ; 

waaruit door optelling en aftrekking gevonden wordt, 

y+x' = y + 4?-h;^(«T-.yl)(yT — a?l) = ;^(yT + j?T)». 

y — ^ = y — #-l- j(a?ï — yT)(yT + a?-ï) = ^(yT — j?t)», 

en verder 

(y'4-*')^-t-(y'-*')*=(^)*. 

Stellende nu y'+4?' = ur/2, en 

y' — a?' = n/2, 
zoodat u en ( de coördinaten beteekenen ten opzigte van een ander 
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regthoekig stelsel, welks assen die der j; en y onder hoeken van 
45^ snijden, dan bekomen* wij 

welke vergelijking wederom eene hypoeycloïde aanwijst, hetgeen 
ook met het gevondene in % 114 (l^ Deel) overeenstemt. 

S 94. Het onderzoek naar de ontwindende eener kromme wordt 
altijd gemakkelijker, zoodra er eene eindige betrekking tnsschen 
den boog der kromme en eene der regthoekige coördinaten bekend 
is. Zalks is onder anderen het geval met de cycloïde , waarvoor in 
S 83 gevonden is 

»* = 8rar, 

dus f =: 4r — . = Areotm0* 

ds 

X en y kunnen thans in functie van den hoek ^ worden uitgedrukt. 
Te dien einde geeft de waarde van s 

ds dx \ , . 

d^ d<p cos,<p 

dx = * — 4r sin,^ cos,^ d^ , 

dy tr: dxtg,^ = — Arsin.^^df^ 



dus 



X = 2reos.^^, y == rirc — 2^+sin.2^)f 



TT 

vermits rr en y elk, voor ^ = -., moeten verdwijnen* 

Stellende nu jt — 2^ z=z w^ of ^ = — — •, dan wordt 

X ^=z r(\ -^cos.w^^ y z= r{a} ^ s%n.<a). 

Wjgders geven de vergel. (1) en (2) 

y-'^y' •=. s sin,^ tzz Xrsin.^cos,^ z= 2rm.<e),^ 

X — x' = scos,<p =z 4r«)#.*^ = 2f(l— co*fl»)» 
Derhalve 

^' m r(öi-— m.<w), x' = t{cos.w — 1), 

waaroii blijkt, dat de ontwindende wederom eene cycloïde is van 
igelijke ahnctrng als de gegevene. doch welker groiidlijn langs de 
«s der y gelegen is (I* D. S 82). 



"1^^ 
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Voor de kettinglijn bestaat, volgens § 82, de betrekking 

of t/* — #* = a' , 

zoodat de boogen dezer krorame kannen voorgesteld worden door 

de ordinaten eener gelijkzijdige hyperbool, welker abscissen met 

de waarden van y overeenkomen. Uit de voorgaande vergelijking 

volgt 

ydy = sds, of y sin,^ =. «, 

s ' 

dus yco8*^ =: a, en tg,^ z=z ^» 

a 

Deze laatste differentiërende, komt er 

d^ d$ dx 



co$.^<p a acos,<p 
dus d jr = — , en a? = ali ^). 

De vergelijkingen 

y' = y — ssin.^ , 

veranderen thans in 

y nr y — y sin,^<p =: acos»^, 

d? = all — ^) — asm.(p, 

waaruit gemakkelijk afgeleid wordt 

.'=at(''+^(^'-y"^)-|/(a'-y-«). 

voor de vergelijking van de ontwindjende der kettinglijn. 

Stellen wij ons nog voor de on t windende van den cirkel te be- 
palen. Voor deze laatste kunnen wij tot vergelijkingen aannemea 

s =1 r^, s •=! rcos.ipf y = rsin.^. 

Derhalve ~ = tg,^ :^:^ — cot,^, 

dx 

of <p '— 900 + ^. 

Ter bepaling der betrekking tusschen x' en y' hebben wij 

y' = r(atn.0 — (p coi.<p) ^ 
X* = r(co50.-|-0nn.0), 



yi 
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waaruit 


verder 


volgt 












/ < 


* + y« — 


r>(l + (^»). 








^ 


r 


'-hy/»-r«), 








1è 


'«n.^ + ar 


'cos, (ff — r, 




nf ^it »i\ 




* + y'* 


-^^ . . 




-r» 



\ r* ^ ^ r j * 

voorde vergelijking der ontwindende van den cirkel. Dezekrororae 
in fig. 11 voorgesteld, is spiraaWormig , vermits de afwindende 
draad ondersteld kan worden een onbepaald aantal malen den cirkel- 
omtrek te omvatten. 

% 95. Wij zullen thans insgelijks door een paar voorbeelden aan- 
f oonen hoedanig de ontwindende eener gegevene kromme met behulp 
van hare pool vergelijking te vinden is/ Te dien einde kunnen wij 
ons bedienen van de in §116 (V Deel) betoogde differentiaal- 
betrekkingen tusschen de polaire coördinaten van beide krommen , 
te weten : 

„ zHip «du %dt u*dt 

dT— diR"' ~d^ — ltR ^^^ 

waarin 1, ti de coördinaten der gegevene kromme, en z, q> die van 

hare ontwindende voorstellen; zijnde hierin R de kromtestraal dezer 

laatste of de lengte van den afgewenden boog der eerste kromme. 

Nemen wij , ter toepassing , de gewone logarithniische spiraat 

u '=' a^ ^ 
gevende du = u l[a) dt , 

du 
dus — z=z u l{a) , 

dt 

dR = l/(dtt* + tt»d<«) = uVHU'?'hl)dt = !£ii!?l!±I} du , 

■of, l{a) = - stellende, 
m 

du l dt m 



dR 1/(1 -i-mM dR tt^(14-m«) 

Be vergelijkingen (1) veranderep hierdoor in deze, 

^ — tti/(l-4-in*) — 



ds |/(1-+.|»J) — v'(m.m^)' 

idz mu 

~ds ~VÏy+n^y 
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waaruit dadelijk ?o1gt 



— - = m, of ds^ = , 

ds s 

das f = Ca'^, 

■i 

ten blijke dat de ontwindende wederom eene logarlthmische spiraal 
gelijk aan de gegevene iivordt. 

Tot tweede voorbeeld kiezen wij den cirkeL . 

Omdat hier u :=: r en dR =i rdt is, too geeft de tweede der 

vergelijkingen (1)» 

xdz 

welke differentiaal-betrekking voldoende is om tot de poolverge- 
lijking der ontwindende te geraken. Door integratie bekomt men 
eerstelijk 

- «* = rs + C. 

Begint na de afwinding in het punt A {fig. 11), dan moet voor 
< = O, s = r worden, dus 



2r ' 
zoodat de begeerde kromme voor rectificatie vatbaar is, en zulks 
met behulp der navolgende eenvoudige constructie. 

Men trekke uit eenig punt M' der kromme den Verstraal 0M\ 
zoo mede de lijnen OM en MM' naar het overeenkomstige punt M des 
cirkels. Wijders M'R loodregt op OM' tot aan het verlengde van 
den straal OJtf , dan heeft men 

MM'^ «» — r« 



MRz=z 



OM 



Derhalve is dè boog AM' =i ^ MR. 

Om eene betrekking tusschen x en 9 te verkrijgen, s^hrijVe 
men in de differentiaal-vergelijking 

d% 
'di'^'' 
voor d» hare waafde l/(d«*H-«*(ff'), dan komt er 

ds^ . d0* 

r«?^ =r» + r^s»^, = *^ 
di* ds* 

ds ^ 
IL 14 
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en 9 = - I — i dl. 



=\r-. 



Hen stelle hierin s = nec.ta, dan is 

- |/(xi — r*) = stn.m , ds = — — - , 

- . ftin^atdof 

das ^ = I ; — = ^9'*^ 

J eos.^of 

waarbij geène standvastige vereischt wordt, vermits ^ = O met 
« = r of <tf = O overeenstemt. 

De pool«Yergelijking van de ontwindende des cirkels is alxoo 

1 r 

«=- |/(s> — r») — j^eos.-* 

♦ r ' % 

Se vergelijking 

ds r 

leert ons dat <» den hoek OM'T beteekent, door de raaklijn M' T 

met den voerstraal OM* gevormd, welke hoek gelijk is aan den 

hoek MOM' tnsschen twee overeenkomstige voerstralen begrepen. 

De figaur leidt ook gemakkelijk tot de pool- vergelijking. Immers is 

Boog Am =1 MM' — Boog Mm ^ 
of r^ ziz T tg.io — ra». 

Derhalve ^ = tg.w^^w. 

Uit de in S 113 (V Deel) gevondene differentiaal -betrekking 

_ RdR 

^ -UT' 

tnsschen de kromtestralen R en R' in twee overeenkomstige pan ten 
eener kromme en van hare ontwondene, volgt thans dat indien R' 
eene standvastige waarde r verkrijgt , de vorenstaande vergelijking , 
na int^ratie geeft "^ 

of indien s en il gelijktijdig verdwijnen , 

R^ = 2r*, 
welke betrekking met de hiervoren gevondene 

_ s« — r> 

' ~ 2r 
overeenstemt. 
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Quadratuur af inhoudsbepaling van vlakke 

kromme lijnen. 

§ 96. Onder de quadratuur eener gegevene kromnie lijn verstaat 
men gewoonlijk het bepalen des vlakken inhoads, begrepen tusschen 
een' boog der kromme, de as der absclssen, en de ordinaten van de 
beide uiteinden des boogs. De benaming van quadratuur ontleent 
haren oorsprong uit de voorwaarde, welke vroeger aan dat onder- 
zoek stilzwijgend verbonden scheen , om namelijk door constructie 
een vierkant te vinden van gelijken inhoud als de kromlijnige ruimte. 

Naar aanleiding van hetgeen reeds in de eerste les verklaard is, 
komt die inhoudsbepaling voor elke kromme eeniglijk neder op het 

vinden der waarde van de integraal \ydx^ genomen tasschen de 

beide grenswaarden van x\ zijnde hierbij y == f{v) de vergelijking 
der kromme. Men heeft dus voor den inhoud / eener aldus be- 
grensde kromlijnige vlakte 



«fa-A 



Telt men den inhoud van eenige ordinaat, behoorende tot de 
absois £c==a, dan heeft men Toor den onbepaalden inhoud, be- 
schouwd als functie van x , 

l = {" flx)ds. 



Ja 



De rooeijelijkheid in de inhoudsbepaling van kromme lijnen ge* 
legen, is alzoo geheel afhankelijk van die, welke het integreren 
der Tooi^aande formule oplevert. 

Voor de parabolische krommen begrepen in de algemeene ver- 
gelijking 

y- = os» , 

i • 

of y = o"* ir"*. 
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heeft men terstond 

m — m 



/ = I yds = o"* I «"• </s = 



. a"* d? "• = ■ . df y 



m^i-n m 



wanneer namelijk de inhond geteld wordt yan de ordinaat, gaande 
door den oorsprong. 

Hieruit blijkt , dat de inhoud van het parabolisch segment staat 
tot dien van den omgeschreven regthoek, als m tot m+n» Voor 

de gewone parabool is dus ^=0 ^tf* 

Stelt I den inhoud voor van het gedeelte der parabolische kromme, 
begrepen tusschen de ordinaten yQ^yi, •maarmede de ahscïssengQ^Xf 
overeenstemmen, dan heeft men 



Jro 



(^lyi— ^•yo). 



mH-ti 



Voor den cirkel jj*-|-y* = r' 

komt er 

1 = f'l/(r* — a?«)dx r= lxy{r^ — x*)'i-^Bsin.t 
Ji 2 Zr 

welke uitdrukking den inhoud van het gedeelte DPMC {/ig. 12) 
voorstelt, en ook onmiddellijk uit de figuur zelve was op temaken, 
vermits de eerste term den inhoud des driehoeks PCM , en de tweede 
dien van den cirkel-sector DCP aanwijst. Voor d;=:r, vindt men 
zoo als het behoort 

djnde de inhoud van het cirkel-quadrant. 

Plaatst men den oorsprong in het punt A^ dan beteekent 

I = rydx = I l/(2fj?— a?«)d* 
J o J o 

den inhoud des segraents A PM. De figuur zelve geeft onmiddellijk 
voor de waarde dezer integraal 



ƒ, 



' V/(2rd?— «*) dop = - (w—r) y(2rs—w^) + ^ Bsin.v f • 
o 2 2 r 



S 97. Twee kromme lijnen, welker ordinaten y,y' voor dezelfde 
absois s in eene standvastige verhouding a:h staan, hebben de 
eigenschap f dat de inhouden /, 1' van twee overeenkomstige stuk- 
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ken in dezelfde verhoudingp tot elkander staaa. lininers , tusschen 
dezelfde grenzen Xq^Si, heeft roen blijkbaar 

I : r z=z fydx : fy'ds = fydx : - jydx z=z a : b. 

Beschrijft men alzoo een halve ellips opderaiddellijnil^(/S^. 12), 
snijdende de ordinaten CD en PM f in de punten d en p, dan volgt 
hieruit» de halve kleine as Cd = r' stellende , 

CDPM : CdpM = r : r' , 

PMB : pMB =z r:r', 
dus ook 

Inh. cirk. : Inh. ellips z=ir:r\ en Inh. ellips =:rr'ir. 
In het algemeen laat zich hieruit gemakkelijk afleiden , dat, indien 

/[a?,y) = 0, en f{^ . f ) = ^ 

de vergelijkingen van twee gesloten kromme lijnen voorstellen, de 
inhouden tusschen die krommen besloten tot elkander zullen staan 
als de eenheid tot het product der getallen a en (• 

S 98. Voor kromme lijnen, welker punten door middel van een 
scheef hoekig coördinaten-stelsel bepaald zijn, heeft men, a den 
hoek tusschen de coördinaten aanwijzende, voor de differentiaal 
MPpm van het stuk ABPM {fig. 13), y$in.adx. 

Derhalve / = sin.a f ydx. 

J o 

Verbeelden wij ons nu twee kromme lijnen , van dezelfde verge- 
lijking, doch tot twee verschillende scheef hoekige coördinaten- 
stelsels behoorende, dan staan de overeenkomstige inhouden tot 
elkander als de sinussen der hoeken, welke de assen in elk stelsel 
roet elkander vormen. 

S 99. Bij de inhouds vinding van kromlijnige figuren , zal men 
ook van de herleidingsformule 

* jydx = xy — jxdy 

met voordeel kunnen gebruik maken in al die gevallen , waarin de 

bepaling van Jjrdy gemakkelijker bevonden wordt, dan die van / ydx* 

Heeft men deze laatste te nemen tusschen de grenzen Xq^Xi, dan 
zal de eerste tusschen de overeenkomstige grenswaarden van y 
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moeten bepaald worden , en alsdan den inhond aanduiden , besloten 
tussehen de krorame, de as der y en de abscissen Sq^ Sf Hen sal 
wijders, met behalp eener figuur, gemakkelijk inzien, dat de som 
Tan beide inhouden gelijk is aan het verschil tussehen de inhouden 
Wi yt$ a^oVo ^^^ twee in de figuur aanwezige regthoeken, hetwelk tevens 
door de herleidings-forraule , waarin men den terra sy insgelijks tus- 
sehen de gestelde grenzen behoort te nemen, bevestigd wordt. 

S 100. Ter verdere toepassing zullen wij nog eenige andere kromme 
lijnen tot voorbeelden nemen. 

P. De logarithroische kromme 

y =1 a', «>! 

£x a' — 1 

Voor de oneindige ruimte begrepen tussehen de ass3rmptoot of 
de as der abscissen en het gedeelte der kromme ter linkerzijde van 
de as der ordinaten gelegen, vindt men 



K 



rO I 

/=:| a-djf = — = 



«1. 



Deze ruimte beeft dus eene eindige waarde, welke hare limiet 
voorstelt, en tn maal het vierkant op de aangenomen lengte-eenheid 
bevat. 

2<^. De hyperbool 

/ = ^ A/(a?*— o*)d*. 

Voor een onbepaald hyperbolisch segment moet deze integraal 
tussehen de grenzen a en s genomen worden, zoodat men be- 
komt (S 24) 

,=^|fn^_^,_'..,('-±i2i!^)j 



=^^y— s•«*'(-+T)• 
2 ^ 2 Va 6/ 



De laatste term stelt den inhoud voor van den sector, begrepen 
tussehen den boog, de as der abscissen en den voerstraal uit het 
middelpunt der hyperbool naar het punt (x, y) getrokken. 
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Voor eeae gelijkzijdige hyperbool wordt 

Zijn de assymptoten tot scheefhoekige coördinaten «assen aange- 
nomen, dan heeft men 

i?y = c», 

ƒ = «n.a lyds = c* iin.a t — , 



en 



zijnde sin.-azzz-— ; — en c==-i/(a*-}-6*). 

Laat men deze integraal bij jr r=i c aanvangen , zoo komt er voor 
den onbepaalden inhoud^ 



Zij (7 = 1, dan blijkt hiernit vooreerst » dat de assymptotische 
inhouden tot elkander in reden staan als de logarithraen der getallen* 
waarden van de abscissen der eindpunten , en' ten tweede , dat elk 
dezer inhouden voorgesteld wordt door den logarithmns der getallen- 
waarde van de abseis , genomen in het stelsel waarvan êin,a de 
modulus is. Opdat die inhouden door de gewone of Briggiaansehe 
logarithnien uitgedrukt worden, moet dus tin.a = 0,4342945, of 
de hoek a tusschen de assymptoten begrepen = 25^. 44'. 25', 5 ge- 
numen worden. Voor de gelijkzijdige hyperbool gaan die logarithmen 
in Neperiaansche over. 

Neemt men x(^e^ zoo verkrijgt / eene negatieve waarde, hetwelk 
door de hiervoren gevonden waarde van / bevestigd wordt. Voor 
j? = 0, wordt /=r — co. 

Daar de functie y hier hare continuiteit verliest tusschen de 
grenzen — - jr en jt , kunnen de inhouden voor den tweeden assyrap- 
totischen tak niet in de voorgaande waarde van / begrepen zijn, 
hetgeen tevens in overeenstemming is met de onbestaanbaarheid der 
logarithmen van negatieve getallen. 

30. De hypocycloïde 
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Hen stelle s = a«tii.V» do^ djr=3anii.'f eoi.fdfp, daa komt ar 

Voor den geheelen inbond , besloten tnsschmi de vier takken der 
kromme, heeft men 

/ = 12a* 1^ (cof .V — eM.*f>^ = öfl*» 1 -^ — ttt^i = r ö'^. 
Jq f2.4 2.4.8) 8 

Voor a:= ]/ verandert de rergelijking der kromme in 

en hierin s en y door — en |; vervangende , gaat de vergelijking 
over in 

voorstellende de ontwondene eener ellips ($ 114 P D.), tot halve 

assen hebbende a en 5 , indien namelijk a' = en h' = — - — 

genomen wordt. ^ 

Naar aanleiding van hetgeen in $97 opgemerkt is, bekomt men 
terstond voor den inhoud der kromlijnige ruimte tusschen de vier 
takken dezer ontwondene besloten 

3 ,., 3(a*— 5«)» 
8 8 ad 

zijnde het Vs gedeelte van dien der omgeschreven ellips, welke 
a' en b' tot halve assen beeft. 



A\ De cycloïde 



y =: ViZrgg — s^) + rB sin.v * 

r 



Daar -f- = ^/^^ — ) is, kan men zich hier met goed gevolg 

bedienen van de herleidings->formale 

iydx = sy — \xdy. 

Immers f xdy = ƒ l^(2r — xlsdd? stelt juist den inhoud 

van het door de ordinaat PM afgesneden cirkel-segment CPR 
{fig. 14), waaruit volgt, zoo men MQ loodregt op de as der y 



voor 
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trekt, dat het cycloïdale segment CMQ overal denzelfden inhoud 
heeft, als het overeenkonistigfe cirkel-segment CPR, 

Voor den halven cycloïdalen inhoud CDB, vindt men terstond 
het verschil der inhouden van den regthoek CDBE en van den 

1 3 

halven cirkel CRD ^ dat is 2r*ff — -r*«: rr^*"'^' ^^ geheele in- 
houd der cycloïde is alzoo gelijk aan driemaal den inhoud des 
voortbrengenden cirkels. Ook blijkt hieruit dat de inhoud van het 

cycloïdale segment Citf ^ = - r^n is , en de boog CMB mitsdien 

den driehoek CEB midden door deelt. 

Trekkende nog door M de raaklijn MN ^ welke evenwijdig aan 
de koorde RC gerigt is, dan zijn de driehoeken PCR en NQM aan 
elkander gelijk. Wijders volgt uit het hiervoren gevondene, 

segm. CPM = regth, PQ— cirk. segra. CPR^ 
segm. CPM — se^xn. CPR = 2|drieh. CJfO — segm. CMQL 

dat is, de inhoud der kromlijnige figuur CRMC is gelijk aan het 
dnbbeld van het cycl. segment, door de lijn CM afgesneden. 

Men zal verder gemakkelijk inzien dat, indien het punt S zoodanig 
genomen wordt dat zijn^ ordinaat door het middelpunt O gerigt 
is , de inhoud der kromlijnige ruimte CTSC alsdan aan het vier» 
kant van den straal gelijk wordt. Het segment op CS heeft alzoo tot 
inhoud t; r') en kan diensvolgens in een vierkant veranderd worden. 

5®. De kromme lijn tot vergelijking hebbende 

y' — 3axy + d;5 = 0. 

Deze kromme is reeds in de Di£PerentiaaUrekening $ 93 , onder 
de benaming van het folium van Desc artes onderzocht geworden. 
Daar y onder geen' eenvoudigen vorm in functie van x uit te 
drukken is, zou het nog al eenig bezwaar opleveren de waarde 
van jyds mede in functie van j? te bepalen. Men kan echter hierin 
gemakkelijk voorzien door een ander stelsel regthoekige coördinaten 
assen aan te nemen, en daartoe te kiezen de lijnen 0X\ 0Y\ (/i^.15) 
waarvan de eerste de eigenschap heeft de kromme in twee gelijke en 
symetrieke deelen te verdeden. Volgens het gevondene ter aangehaalde 
plaatse, maken deze nieuwe assen hoeken van 45^ met de oade 
assen OJT, OF. Stellende alzoo voor de nieuwe coördinaten van 
eenig punt der kromme, s', y\ dan heeft meu, zoo als bekend 



f* 
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is» de navolgende betrekkingen tasschen de vier reranderlijke 
grootheden s, y, s\ y\ 

waardoor raen, na sabstitatie dezer waarden van ^9 y» voor de 
vergelijking der kromme op de nieuwe assen zal vinden, 



'■ = '^ihriih 



zijnde hierin a' = -— gesteld. 

KA 

Voor den inhoad van een willekeurig segment OP Jf, hebben wij 
thans 

•' •' s + 'a 

9 

Ter bepaling dezer integraal kannen wij hier van toepassing ma- 
ken de in S 29 opgegevene waarde der meer algemeene integraal 

x\/( )dj?, welke voor 6 = -o, terstond geeft 

of ƒ = i {» '— o') Via'—x') (3»' 4- o') + C. 

Daar deze integraal bij x' =z O aanvangt, moet C = ^ a'^ ge- 
steld worden. 

Nemende s = a', vindt men voor den inhoud van het besloten 
gedeelte der kromme of van den knoop boven de as der y' gele- 
gen , 5 a* = j o». 

Voor de oneindige ruimte tusschen de assymptoot en de beide 

takken beneden de as der y gelegen, bekomt men, door 

1 3 

j?' = — -o' te stellen, denzelfden inhoud - o', als voorden knoop 

3 2 

gevonden is* 
Zie hier nog enkele voorbeelden ter verdere oefening. 

6^ De kettinglijn 



s 
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Men zal Tinden Toor deii inhoud, begrepen tusschende kromme, 
de beide assen en de ordinaat van een willekeurig punt , . 

* 2 

ê de lengte van den boog zijnde. 
7^, De cissoïde 



2r — « 

Men zal vinden voor den inhoud der oneindige ruimte begrepen 
tusschen de beide takken der kromme en hare assymptoot 3r*«r. 
8^. De conchoïde 

Voor den inhoud van een willekeurig segment, gerekend van 
den top der kromme, vindt men 

I = i 1^Bc0s4- {a+ls) V{b* - ,.) + «6 ,/ »+•(*«- s») . 

3 O 'S ^ X ' 

In het geval van h ^ a, komt er voor den inhoud van den ge- 
heelen knoop, 



aV{l^—a^) + i^Beos. |— 2a6l| 



9^, De kromme tot vergelijking hebbende 

^ /O •— 4r\ 

Bij het construeren dezer kromme zal het blijken, dat zij in 
vorm overeenkomt met het folium van Descabtes. Voor den inhoud 

van den knoop vindt men (2 — o)^'» ®" ^^^^ ^^^^ ^^' onein- 
dige ruimte, begrepen tusschen de beide overige takken en de 
assymptoot der kromme , (2 + •i) «*• 

$101. Het kan gebeuren dat men den inhoud te bepalen heeft 
eener vlakte MM'N'N{fig. 16) , besloten tusschen twee gegevene krom- 
men en twee evenwijdige lijnen Jlfilf',iViV'. Onderstellende nu dat de 
vergelijkingen dezer beide krommen bekend zijn , ten opzigte van 
een regthoekig stelsel coÖrdina ten-assen, waarvan die der y even- 
wijdig aan de beide grenslijnen loopt , zoo neme men op die kromme 
lijnen twee punten ü, R\ behoorende tot dezelfde willekeurige 
abscis OS = x. Zij US = y = Fis) en R'5 = y' = f[x). 
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Trekkende nu de lijn rr's op eenen oneindig kleinen afstand 
evenwijdig aan RR\ dan stelt de figaar RR'r'r eene differentiaal 
van den te bepalen inhoud / voor; en omdat S$ ^:^ ds is, tal 
men voor de waarde dezer differentiaal mogen stellen het product 
(y — y')ds. Derhalve heeft men 

i = r\y —y')ds = p (Fls)—f(x))ds, 

indien namelijk Sq en jtj de grenzen der figuar aanduiden. Het is 
klaar, dat men dezelfde uitkomst zoude verkregen hebben, door 
de ruimte MM* N* N te beschouwen, als het verschil tusschen de 
kromlijnige ruimten PMNQ en PM'N'Q^ waarvan de eerste uitge- 
drukt wordt doory * F{x)dx en de tweede door f^* f{x)ds. 

In het algemeen kan de inhoud eener kromlijnige ruimte ABCD 
(fis* 17) voorgesteld worden door de dubbele integraal-uitdrukking 

/ = //dxdy, 

genomen tusschen de behoorlijke grenzen van s en y. Om hiervan 
de beteek enis te begrijpen, onderstelle men binnen de te bepalen 
ruimte een willekeurig punt ilf, welks coördinaten o? en y van 
elkander geheel onafhankelijk zijn. 

Hen brenge wijders door dat punt twee lijnen evenwijdig aan de 
coördinaten-assen, snijdende de kromme in de vier punten m, fn^ 
g, q'; en vervolgens op oneindig kleinen afstand van die lijnen 
twee andere, daaraan evenwijdige lijnen, snijdende de kromme in 
de vier punten n, n', p , p'. Uit de snijding dezer vier lijnen ont- 
slaat een oneindig kleine regthoek MM'N'JS^ tot inhoud hebbende 
dxdy. De figuur m'mnW stelt eene differentiaal der kromlijnige 
ruimte voor, en deze differentiaal beschouwende als de som of li- 
miet van een oneindig aantal der voormelde regthoekj es, zoo blijkt 
hieruit, dat het product dordy werkelijk de differentiaal der 2* orde 
van den inhoud ƒ, dat is, de waarde van d^I aanduidt; welke 
tweede differentiaal, uithoofde der daarbij aangenomen onafhanke- 
lijkheid tusschen x en y, eigenlijk hier beteekent eene tweede 
partiële differentiaal der functie /, beurtelings ten opzigte van 
s en, y of omgekeerd, genomen, zoo dat men behoort te stellen, 



i 
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en dus / =.jjdxdy = jdx jdy :=z jdy jdx. 

Integreert men na eerstelijk ten opzigte van y, daarbij s en dx 
als fitandvastig beschouwende , dan komt er 

dl 

•7- dx := ydXf 

dx "' 

welke integraal, blijkens de figuur, moet genomen worden tusschen 
Pm en Pm* als grenswaarde van y. Men gaat als dan van de differentiaal 
der tweede orde MM'N'JS^ tot die der eerste orde mm'n'n over. 

De beide grenswaarden van y zijn geene andere dan die , welke 
uit de vergelijkingen der beide aan elkander sluitende takken van 
de kromme lijn in functie van x f^e^erven zijn. Zij de eerste = F{x)^ 
en de tweede = f[x) , dan heeft men 

dl 

— dx = dl=i {E{x) —f{x))dx, 

dus ƒ = j{F{x)—f[x))dx. 

Hierdoor gaat men van de eerste differentiaal tot de geheele 
kromlijnige ruimte over, indien men namelijk deze tweede inte- 
gratie uitstrekt van o; = Oa ioi x •=: Oc, welke de abscissen der 
uiterste punten voorstellen. 

Wil men de beide integratiën, zoo als geoorloofd is, in omge- 
keerden zin verrigten, dan komt er 

rfy ^y - *^y- 

Men gaat dan van de tweede differentiaal MM'N'N^ tot de eerste 
pp'q'q over; doch hier ia\ men tot grenzen moeten aannemen de 
abscissen x =: Qq en x z=z Qq' ^ welke ondersteld worden in fnnc- 
tiën van y bekend te zijn, zoo dat men heeft 

dl . 

j dy=.dl =z {<p{y) — (p{y))dy. 

Eene tweede integratie geeft vervolgens, 

/=/(^(y) — 0(y))dy, 

genomen tusschen de grenswaarden y = Oh en yzzzOd^ waardoor 
men wederom den inhoud der geheele ruimte ABCD terug vindt. 
Bij toepassing der formnle 

Jz=ffdxdy, 
op den inhoud mpMP {fig, 18), begrepen tusschen de kromme, 
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twee ordinaten en de as der abscissen , heeft men voor de grenzen 
der eerste integratie ten aanzien van y, te nemen y = O» en 
y = F(x) ; men bekomt als dan de gewone forronle 

ƒ = fF[x)ds . 

welke nu nog tnsschen de grenzen s s=Opz=z a, en « = OP = a' 
te nemen is, zoo dat de begeerde inhoud uitgedrukt wordt door 

Integrerende daarentegen eerst ten opzigte van jr, zoo komt er 

dl — dfffds, 

doch hier zouden, blijkens de figuur, de grenzen dezer integratie 
zijn s en a' ; derhalve heeft men 

dl= {a''^x)dy, 

of / = ƒ(«' — ^)^y = «'/dy — ]»dy. 

Stellen wij nog de grens-ordinaten met de nbseissen a, a' over- 
eenkomende = i&, h\ dan zal elk der beide laatste integralen zich 
moeten uitstrekken van y = O tot y = V , Hierbij behoort echter 
opgemerkt te worden , dat x de standvastige waarde a behoudt van 
y = O tot y = 5, en alleen veranderlijk is van y = 5 tot y=:5'. 
Schrijven wij diensvolgens voor de laatst gevonden waarde van /, 

a' j dy — ƒ xdy — j^ xdy , 

dan komt er eindelijk 

xdy. 

De overeenstemming dezer laatste waarde van / met de eerst ge- 
vondene ƒ ydx^ wordt door de figuur volkomen bevestigd. Immers 

blijkt daaruit dat de regthoek OM^ zamengesteld is uit den regthoek 
Om en uit de som der kromlijnige inhouden pmMP^ mqQM, welke 
laatste blijkbaar tot waarde heeft f , xdy. Wij hebben alzoo de ver- 
gelijking 



ab' :=:ab'-i~l ydi; •{- f xdy^ 
of I ydx z= a'b* '^ah'^ I xdy. 
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Uit het voorgaande zal men ligtelijk bemerken , dat het gebruik 
▼an dubbele integralen bij de inhouds-vinding van kromlijnige vlakke 
figuren, tot dezelfde uitkomsten leidt als die, welke men, met minderen 

oipslag, door de enkele integraal -formule I z=z jyds verkrijgt, zoo 
dat het gebruik dezer laatste voor de quadratuur- bepaling geheel 
voldoende 's. In sommige meetkunstige onderzoekingen kan het 
echter, zoo als ons later blijken zal, noodzakelijk worden zich van 
dubbele integralen te bedienen. 

§ 102. Gaan wij thans over ter behandeling van het geval 9 dat 
eene kromme door hare pool vergelijking geg^sven is, en men den 
inhoud te bepalen hebbevan den sector PAM[fig, 19) of der vlakke 
raimte, begrepen tusschen den boog, de as der hoeken, en den 
voerstraal door het uiteinde des hoogs getrokken. De differentiaal 
van dezen sector, welks inhoud wij wederom door / zullen voor- 
stellen , laat zich op de eenvoudigste wijze uit de beschouwing der 
oneindig kleinen aldus bepalen. 

Zij M' een punt op een oneindig kleinen afstand van M geno- 
men, dan is, js en ^ de polaire coördinaten van dit laatste punt 
aanduidende, PM' == z + dz^ en MP ld' = c?^. Zoo men nu uit P 
met z als straal, het cirkelboogje Mm beschrijft, wordt M^mzzids 
en Mmz=zzd^. 

De waarde van dl of van de oneindig kleine aangroeijing des 
sectors, wanneer de hoek^ met zijn differentiaal dg> aangroeit, zal 
voorgesteld worden door den polairen sector PMM\ zamengesteld 
uit de som van den cirkel-sector PMm^ en van de vlakte üfmüf', welke^ 
daar twee harer afmetingen oneindig klein zijn, als eene differen- 
tiaal der tweede orde te beschouwen is, en alzoo ten opzigte van 
den genoemden cirkel-sector achterwege mag gelaten worden. Wij 
kunnen diensvolgens stellen 

dJ = 1 ««df», en /= 1 L*d^+C (1) 

in welke formule men nog de waarde van z in functie van den 
hoek 5? zal hebben te substitueren. 

Moet de inhoud gezocht worden van een' sector, besloten tusschen 
een' boog en de voerstralen, gaande door de beide uiteinden van 
dien boog, en overeenkomende roet twee gegeven hoeken ^q, ^i^ 
dan heeft men -,,j 

1 = 5/ «•#. 
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Tot de soo even gevondene integraal-vitdrakking voor de waarde 
van /, kan men ook met behnlp der reeks van Tatloe aldos 
geraken. 

Zij namelijk LMPM' = a eene eindige aangroeijing van d^n 
hoek ^, zoo dat de sector PM'M, de overeenkomstige waarde van 
^/ aanduidt. Daar nu de inhoad / als eene functie van ^ raag 
beschouwd worden , heeft men , volgens de aangehaalde reeks 

Af ^^ _^id*/ ,^ 

Beschrijvende nog uit P met PM ' als straal , een tweeden cir- 
kelboog M'm'j dan is het klaar, dat A/ altijd grooter dan de 
sector PMm en kleiner dan de sector PM'm' moet zijn. Er zal 
diensvolgens ergens op den boog MM' een punt N aan te wijzen 
zijn, zoodanig gelegen, dat de cirkel-sector Pnn' , roet PN:=:»' 
als straal beschreven, eenen inhoud verkrijge gelijk aan A/» en 
hieruit ontstaat de vergelijking 

2 dq> ü d9* 

welke voor alle waarden van a geldig zal zijn. Stelt men nu o = O, 
waardoor s' in i overgaat, dan geeft die laatste vergelijking ter- 
stond ,- 

even als hiervoren gevonden is. 

Men kan dezelfde formule ook nog regtstreeks afleiden uit de 
betrekkingen tnsschen de regtfaoekige en polaire coördinaten be- 
staande, door namelijk den sector PAM te beschouwen als het verschil 
tusschen den driehoek PÜIQ en het segment iüTQ, en alzoo te stellen 

ƒ = j sy — fydof; 

de laatste integraal genomen tusschen de grenzen PA en PQ, 
waarvan de eerste standvastig is. De voorgaande vergelijking diffe- 
rentiërende, bekomen wij 

ii ^=^^ (^dy H- ydx) — yds = - (sdy — yds) , 



of dl ~l **<«.(-) . 
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y 
en hierin voor « en ~ substitaërende scoi,^ en tgf^ vinden w$ vee- 

derom i 

S 103. Wil men ook dezen inhoud door eene dubbele integraal 
nitdrukken, zoo hebbe men sleehts x en 9 als van elkander onaf- 
hankelijke veranderlijke grootheden te beschouwen , en de rerge* 

lijking 

dl 1 

ten opzigte van t te di£Feren tieren, waardoor men bekomt 

ÉlL — 

of 1= fjzdzd^, 

welke nitdrnkking tevens nit de figuur had kunnen afgeleid wor- 
den, door den difierentiaal-sector PM'M, op nieuw in zijne diffe- 
rentialen /um'v'v te verdeelen, wanneer men namelijk de clrkelboog- 
jes fiv f fi'v' met twee willekeurige stralen Pa* = s enP/i'=:«-f-d*, 
beschrijft. De oneindig kleine ruimte tusschen die boogjes en de 
voerstralen PM f PM' besloten^ heeft blijkbaar tot waarde Md^dz, 
met achterlating der differentialen van hoogere orde. Omtrent de zoo 
even gevondene dubbele integraal geldt dezelfde aanmerking als reeds 

ten slottevanS 101, betrekkelijk de formule I =zfdsdy gemaakt is. 

$ 104. Wij zullen thans de hiervoren gevondene formule I := ^-jz^d^ 
op eenige bekende kromme lijnen van toepassing maken. 

V, De cirkel z z=z 2rco»,^, waarbij de pool op den omtrek 
genomen is, geeft 

I = 2r* I coi.^^d^ = r*(m.?> cof.9 + f). 

2^ De ellips 

ah 



zijnde het middelpunt tot pool genomen , 
f = U»6» f ■ . . ^ . ■ , =labBtg.l tg.f (§41). 
II. 15 
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Voor f = 90*y wordt ^ = 7 a^ t diu de inhoad der {g;elieelo 

ellips = dbfc. 

Men kan de zoo even yerkregene waarde van I ook regtstreeks 
uit de figanr afleiden. Te dien einde op de groote as AB (fig, 20) 
een' halven cirkel beschrijvende , en PM tot aan den omtrek in M' , 
verlengende, ziet men terstond in, dat 

Eli. sector CMB : cirk. sector CM'B = PM : PM' = b:a, 

dus / = - cirk. sector CM'B, 

a 

Stellende wijders hoek M' CB = ^\ dan is 

Xq.fp\ tgy = fc:a, 

of g> = Big.^ tg.<p. 

o 

Derhalve is 

I=i^X-aV zzz^ahBtg.-^tg.^, 
a * ^ b 

even als voren. 

De pool in het brandpunt F stellende, wordt de vergelijkitig 

der ellips, 

a* — e> 6* 

en * ^^^ - *> I • 

Volgens form. (U) $ tö en form. (6) § ^1 > is 



ƒ. 



== -^Beos. = ^Bsvn, 






4 



5 aco«.^-f-« 

Derhalve komt er, na substitutie, voor den inhoud des polairen 
sectors FNB , 

I =: -^-lahB cos, ^ 



Ook deze algemeene waarde van / laat zich , zonder een^e 
integratie, onmiddellijk uit de figuur opmaken. Immers, stellende 
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hoek NCB = ^, dan heeft men, omdat de sector JBFN het ver- 
schil is tnsschen den sector BCN en den driehoek NCFy naar 
aanleiding van het hiervoren gevondene, 

I zzz ^abBtg.- tg.fp — ^e% $in,^. 

* jl 3 

Wijders geeft de fignnr voor de waarde van den hoek ^, 

X tin.0 
tg,iP = , 

terwijl uit de pool vergelijking der kromme volgt, 

z 5> 



dus 



e + z co8.y> a [a cos.<ip -i- e) * 
atg,^ bsin,^ 



Men verkrijgt alzoo voor den gezochten inhoud, 

1 z=.>^ab Btg. t ^ , 

welke uitkomst hlijken zal met de voorgaande overeen te stemmen. 

Voor 5? =-7r, ^ =ï; ((o^Btg. ?). 

1 
Voor ^ = r, 1 z=z '^abn. 

3\ De conchoïde 

ƒ = 5 I iHq> = 5 l( — - — I h&») d<p 

Deze nitdrnkking geldt eenigUjk voor den hovensten tak. Door 
hierin h negatief te nemen , vindt men voor den benedensten tak 

ƒ = i I a' «j,.^- 2 ai I(l±i^) + iV 1 . 

waaruit volgt voor den inhoud van het stuk , begrepen tnsschen de 
beide takken, de as der hoeken, en een' willekeurigen voerstraal , 

^ cot,<p f 



228 INTEGRAAL-REKENING. 

\^, De kroraine 

j == a ^, 

ctjnde dezelfde welke in het 9* Toorbeeld yan § 100 opgegeven ia, 
en waarbij de pool in den oorsprong der regthoekige coördinateii 
genomen is. 

Na is f ''''"\ d.2f = {r~-. Al •- co..2^) d> 

= (^.9'+4in.2^ — 2f. 
Derhalve 

i= ^a*{l^.y» + «tn.2s» — 2f^}. 

Stellende ^ = 45<^, komt er , na verdabbeling , voor den inbond 
van den geheelen knoop «. 

Tot verdere oefening in de inhonds-berckening van polaire sec- 
tors, neme men tot voorbeelden de epieycloïde , de logarithmisehe 
en andere spiralen , zoo mede de krommen , welker vergelijkingen 
ign opgegeven ten slotte van % \0h (I* Deel). 

% 105* Daar elke der dubbele integralen 

jjdwdy, jJBdzd^, 

dienen kan ter inhouds-bepaling van figuren , besloten tusschen regte 
en kromme lijnen, welker vergelijkingen gegeven zijn, mits die inte- 
gralen tusschen de behoorlijke grenzen der veranderlijke elementen 
worden genomen , zal het nuttig zijn hier nog aan te toonen , hoe 
men de laatste integraal ook regtstreeks uit de eerste kan afleiden 
met behulp der betrekkingen, \?elke tusschen de differentialen der 
regtstandige en polaire coördinaten bestaan. Men heeft namelijk, 
op grond der vergelijkingen 

ds = eos.^dS'^Xêin.^d^, dy =: s%n,fdi + zcoi,<pd^, (1) 
waaruit verder volgt, 

êxn,^dy^co$,fdx =: dff, eot.fdy — sin.^dx =: fd^. (2) 

Men zou in den eersten opslag kannen denken , dat het product 
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der vorenstaande waarden van dw en dy , de tweede differentiaal 
in fanctie van x en ^ zonde moeten opleveren. Znlks kan evenwel 
het geval niet zijn. Immers , bij het integreren der tweede differen- 
tiaal dydx ten aanzien van y, wordt ir als standvastig aangenomen. 

Hierdoor verandert dy » ingevolge de vergelijkingen (2) , in 

dx ^^'"^ 

of io -^ — • Men heeft alzoo. de eerste waarde van dt/ gebrnikendet 

JJ JJ COS,^ 

Integreert men na deze laatste ten aanzien van w^ dan wordt 
daarbij f> als standvastig ondersteld , waardoor de waarde van dx ^ 
volgens (I) herleidt wordt tot coi.^di. Derhalve 

jjdgdy i=z jjtd^dz. 

Van de tweede waarde van dy gebruik makende^ bekomt men 
jjdxdy = jj-r—' De integratie ten aanzien van x onderstelt t 
standvastig y waardoor ds herleid wordt tot — ssin.^d^f zoodat 
men , op het teeken na , wederom dezelfde nitkomst verkrijgt , en 
znlks zal blijken eveneens plaats te vinden, indien men eerst ten 
opzigte van j;, en vervolgens ten opzigte van y geïntegreerd had. 

Wil men omgekeerd de eerste der beide integralen uit de tweede 
afleiden, dan volgt uit de vergelijkingen 

X 

xdy *-*- ydx 
%d% = xdx -f- ydy , d<p = — ^- v- * 

Integrerende nu 2(2£(I^ ten opzigte van x , waarbij dus q> als stand- 
vastig te beschouwen is, dan heeft men, uit hoofde hierdoor d?c?y = ydx 

wordt , /«?* + yS . 

%dz = xdx^ ydy = / ^-j dx. 

Derhalve ijtdtdfp = ff( ^ "^ ^ ) dxd<p. 

Big het integreren ten opzigte van ^, wordt x standvastig aange- 

xdy 
nomen, waardoor df overgaat in — 



Derhalve jjxdsd^ = jjdxdy. 
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Had men bij de eerste integratie sdf = / ~)^y gesteld, 

en das 



JMd^d^ = jj(^!!l±tyy^^ 



dan zon men, omdat bij het standvastig worden van y, d^ veran- 
dert in — — ?^ -, wederom » op het teeken na , dezelfde uitkomst 

als Yoren hebben verkregen. 

Dezelfde redeneerwijze laat zich van toepassing maken , ter be- 
paling der tweede differentiaal van den inhoud, indien men van 
een regthoekig tot een scheef hoekig coördinaten -stelsel overgaat, 
waarbij de assen der s' en y' hoeken a en fi met de as der x 
maken. Zoo als bekend is , bestaan er de navolgende betrekkingen 
tusschen ^» y, s\ y\ 

y = y'sin.p-^- Sf'êin.a^ x = y'cof./?-f-»'cos.a, 

dus dy z=: ^in.fidy'+ê\n.adx\ dx =;= eat.pdy'+eos.adp^'. 

Door X standvastig te nemen , komt er 

dx = — 5 — ~dy\ dus dy = — ^ -dy^, 

cos.a " cot.a 

Thans y' standvastig nemende, verandert dx in eos.adx'. Derhalve 

ffdxdy = sin.(P — a)ffdx'dy\ 

gelijk behoort, dewijl fi — a den hoek tusschen de scheefhoekige 
coördinaten-assen voorstelt. 

§ 106. De zoo even verklaarde herleiding der dubbele integraal 
Ij dxdy is nog voor eene meer algemeene beschouwing vatbaar. 
Laten namelijk t,i»y willekeurige (hetzij regt- of kromlijnige) coör- 
dinaten van eenig punt voorstellen , en met de regthoekige x en y 
verbonden zijn door de vergelijkingen 

X — f(t,u), y = f{t,u), 

gevende na differentiatie, 

dx = Pdt-i-Qdu, dy =r P'dt-hQ'du. 
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Bij het integreren ten aanzien Tan y wordt s standvastig onder- 
steld. Hieruit volgt dt = — -5 du, en dns 

Wijders moet na in de fonnnle 

^-p ^jdjrdu, (a) 



ƒƒ( 



« standvastig aangenomen worden , loodra men ten opiigte van x 
integreert, als waardoor dx in Pd[<, en dus de vo<H'gaande nitdrok- 
king in 

ff{PQ'^P'Q)didu, 



overgaat} welke bevonden zal worden de reeds gevonden uitkom- 
sten in zich te bevatten. 

Wij zullen later gelegenheid hebben die integraal-herleidingen 
op functiën van meer dan twee veranderlijke^ grootheden uit te 
strekken. 



33a 
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Campla/natie of inhouds-bepaling "oan gebogen 

oppervlakken. 

$ 107. De complanatie Tan eenig gebogen oppervlak heeft ten 
doel het bepalen van een plat vlak in grootte of inhond overeen^ 
komende met het gebogen vlak* Bij de behandeling van dat onder- 
werp zullen ivij ons in de eerste- plaats met de omwentelings- 
oppervlakken bezig honden. 

De differentiaal van zoodanig oppervlak is niet moeijelijk te vin- 
den. Laat het oppervlak geboren worden door de omwenteling van 
den boog s eener kromme om de as der abscissen. Men kan 'het- 
zelve beschouwen als de limiet van het oppervlak eens veelvlakki- 
gen ligchaams, ontstaande uit de omwenteling eens ingeschreven 
veelhoeks AmmtM (fig. 21). lij AP z= s y PM = y, PP' z=z Ax 
dusP^Jlf' = y + Ay» dan zal het oppervlak des afgeknotten kegels 
door de koorde MM' doorloopen , de eindige aangroerjing van het 
omwentelings-oppervlak O voorstellen. Wij hebben alzoo 

AO = «(2t/ + Ay)l/(Aar*+Ay*) , 

f^ = .|»»+^y|.'(> + (g)'). 

Tot de limiet overgaande, komt er 

g = 2.yl/(l + g) of W = 2.yd,. 

Indien de uiteinden van den nmwentelenden boog tot abscissen 
hebben Wq en x^ , dan wordt het oppervlak uitgedrukt door 

welke formule, na het invoeren der normaal iV, ook onder den vorm 



Xq 



Ndx, 
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kan worden Toorgesteld , aantoonende dat, indien men de ordinaten 
der omwentelende kromme verlengt, tot dat zij de lengten der 
overeenkomstige normalen bekomen, en door de aiteinden dezer 
lijnen alsdan eene nieuwe kromme laat gaan, de inhouden der 
omwentelings-oppervlakte en der laatstgemelde kromme tusschen 
dezelfde grenzen genomen, tot elkander zullen staan aU 2^ tot 1. 

Voor den bol is y* = r* — ^* , en 2V = r, 

dus 'O = 2r(a?i — w^Tt, 

De integraal nemende tusschen de grenzen -—ren +**» vindt 
men voor het oppervlak van den geheelen bol \r^x. 

Is de om wen telende kromme eene parabool y^ = 2pjv, dan wordt 

N = i/(2pa? +p») , 

dus O = 27r/'V{2pa?-+-p*)d* = =^| (2|>^+p*}^— p'L 

Voor eene ellips, wentelende om de groote as 2a, tevens tol as 
der ^ genomen, heeft men 

Sf* = -i («'-**). 

waaruit volgt 

^ = 4 V^(a*(a* -*') + &•«•). 



dus O = ?^ JV{Q> — (a« — 6*)^») dx , 



of, stellende ter bekorting a'—- 5' := a^e^ 

^ Tatb tx ex , e*s* 
0= — ï l/(a« — **^»)rfa? = 27r6 I ^/(l f^ 

Derhalre O = .l\^f^^^=^^ +1 B am.'l\ 

Voor jp = a, komt er, na verdubbeling, 

ah 
Opperv. ellipsoïde = 2^(6* -H — ^ ««.«), 
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w?lke aitkomst, voor = O, met die voor den bol overeenstemt» vermits 

MM MM^k ^ 

"" alsdan tot limiet heeft de eenheid, en dus 0=4a*« wordt. 

€ 

Stelt men a ziz a'e of o' = - =: 



« — |/(as_6i)' 
dan verandert de integraal-formule in 

« ia 
Wanneer het oppervlak begrensd is door twee evenwijdige vlakken , 
loodregt op de as gebragt en op afstanden jth stj uit het middelpunt 
verwijderd, heeft men 

Verbeelden wij ons thans eene tweede ellips op dezelfde halve 
kleine as 6, als de gegeveue beschreven, doch welker halve groote 
as = «% zijnde eene derde evenredige tot de halve excentriciteit en de 
halve groote as a, genomen wordt, dan blijkt uit de voorgaande 
integraal-formule, dat het oppervlak gelijk is aan tt maal den inhoud 
van het gedeelte dezer laatste ellips, begrepen tusschen de twee 
grensvlakken der ellipsoïdische schijf. 

Indien a de kleine as voorstelt, en de omwenteling om detelaatate 
geschiedt, dan schrijve men voor de differentiaal van het oppervlak, 

~ |/(o* + (ft* — a^)s*)dx , 

en na b* — a* =zz «sft* gesteld te hebben, heeft men 

2itb rx 
0——--I \/ia^ + e^b^s^)dx 

« io 

= _ a?V/a* + «»ft»**)4-r-l — t W 

waaruit voor het oppervlak der geheele ellipsoide volgt » 

welke wederom , door « = te stellen, kn<j} voor het oppervlak van 

1(1 -f. ^\ 
den bol oplevert, dewijl ' de eenheid tot limiet heeft. 

stellende no» Jl = vil^L^-^) = "'' 



VEERTIENDE LES. 2S5 

dan vindt men voor de integraal , genomen tusschen de grenzen flr^ , ^^ , 

0=1— r \ V(a'*4-i?»)*r. 

Het oppervlak der ellipsoïdische schijf is alsdan gelijk aan ^maal 
den inhoud van het gedeelte eener hyperbool , vtraarvan h en a' de 
haWe eerste en tweede assen voorstellen, begrepen tassehen twee 
ordinaten op deselfde afstanden als de grensvlakken nit het middel- 
punt verwijderd en tot op den benedensten tak verlengd. 

Voor de omwentelings-hyperboloïde zal men tot eene gelijksoortige 
uitkomst geraken. 

Indien het vlak der kromme geen e geheele omwenteling volbrengt ^ 
maar slechts een' hoek ^ doorloopt, zal het oppervlak, gelijk ligt 
in te zien is, uitgedrukt worden door 



dO = -^ fvtf»» 



of, zoo 7 de grootte van den doorgeloopen hoek in deelen van den 

straal aanduidt, . 

dO zn ^ lydi. 

S 108. W\j hebben hiervoren het oppervlak in zijne differentialen 
verdeeld , door hetzelve te snijden volgens vlakken op oneindig kleine 
afstanden , loodregt op de omwentelings-üs gebragt. Die verdeeling kan 
insgelijks geschieden, indien men vlakken door de as brengt, welke 
met elkander oneindig kleine hoeken d^ vormen. Uit de onderlinge 
snijding dezer twee verschillende stelsels van vlakken ontstaan op het 
gebogen oppervlak oneindig kleine kromlijnige vierhoeken, die elk tot 
waarde hebben yd^df, en alzoo tweede differentialen van het oppervlak 
aanwijzen. Men kan derhalve den inhoud van elk omwentelings- 
oppervlak ook voorstellen door 

jjydêd^ = jydêjd^. 

Integrerende ten opzigte van ^ tusschen de grenzen O en 2;r, 
en ten opzigte van x tusschen de grenzen Soen m^ , verkrijgt men weder- 
om de voorgaande formule 

yds. 

'o 

Nemen wij tot voorbeeld de logarithmische kromme 
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dani. § = »«(«). ^=V{l+4)' » = 7n- 
ds dy y^' \{a) 

Das O = 2« f'ydi = 23r f V(y* 4- o«)dy. 

Hierin y=: O stellende ^ vindt men voor het oppervlak ontstaande 
uit de omwenteling van den oneindigen tak der kromme » welke 
zich van de as der ordinaten af in derigting der n^atieveabscissen 
uitstrekt, 

Men zal ligt inzien , dat deze oppervlakte gelijk is aan n maal den 
inhoud van het gedeelte eener gelijkzijdige hyperbool d?*-— y* = a>, 
begrepen tnsschen twee lijnen evenwijdig aan en ter wederzijde vande as 
der sr getrokken, op afstanden gelijk aan de aangenomen lengte-eenheid. 

De beschrijvende kromme zij de Cycloïde. Uit de vergelijking 



X 



y = y(2r^ — jr*)+f5«n.t— , 



r 



dit 2r— -s df 2r 

QX X ds s 



o = 2« f'yda = 2«(ys— |#dy) 



^"' O = 4;r {V2t (yVs + 1 Vi2r -x)«) — | •"» } , 

Voor s = 2r, komt er voor het geheele oppervlak der om wente- 
lende cycloïde 9 

Laat men daarentegen de cycloide wentelen om hare basis, dan vindt 

ftlmm 

men dat het geheele oppervlak tot waarde heeft -x-r^* 

ó 

Tot verdere oefening strekken nog de navolgende voorheeldin: 
W De beschrijvende kromme is de kettinglijn 

y = ^}«^ + « " 
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2*. De beschrijvende lijn is de gel^kzijdige hyperbool 

Tusschen de grenzen ^09^1 ^^^ ^^^ vinden 

O = Tra» } 1^(«* + V) _ ^(«* + ir^*) . ^^«+v/(fl*+V) . 

3^. De beschrgvende lijn is de hypocyeloïde 

5 

12 
Het geheele oppervlak i=---fra*. 

5 

S 109. Voor kromme lijnen , die door hare pool vergelijking ge- 
geven zijn, heeft men, indien zij om de as der hoeken wentelen, 



O = 2ir I ydi = 2it j iHn.^ds 






Voor den cirkel b\jv., de pool op den omtrek nemende, is 

— = i/{4r>co*.*^ + 4r««n.*s5') = 2r, « = 2r^, 
O = 2w I •ir^eof.^etn.fd^ = 4r*7r«tn.»f = 2r*Tr(l— coi.2y'). 

Voor het oppervlak eener schijf, begrensd door de hoeken ^o> S^i » 
vindt men 

even als in $107. 
De gewone epicycloide tot beschrijvende lijn nemende > heeft men 

Hiernit vindt men di rr 4rm. -^d^, 

r9 128 i 

O = 27r I jsnn.^d^ = — w*m.*-f, 

Jo 5 a 

en das het geheele oppervlak = — -jrr». 

9 
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$ 110. Bescboawen wij thans het geral » dat de kromme y = /(s) 
wentelt om eene as, evenwijdig aan die der x en op eenen afstand 
a beneden deie laatste gelegen, dan zal men voor de differentiaal 
van het oppervlak door eenigen boog i doorgeloopen , moeten stellen 

27r(v+o)(lf. 

Derhalve O nz Injydi -)- 29ras. 

Het gezochte oppervlak is dos gelijk aan dat, ontstaande nif de 
omwenteling van den boog « om de as der x , vermeerderd met het 
oppervlak eens regten cilinders, tot straal hebbende den afstand 
a en tot hoogte de lengte van den omwentelenden boog. Deze stel- 
ling laat zich tevens uitstrekken op het geval, waarin de kromme 
zoodanigen vorm heeft, dat zij in meer dan een punt gesneden wordt 
door eenig vlak, loodregt op de as der x gebragt. 

Wordt na de kromme door de as der x in twee gelijke en sy- 
metrieke deelen gescheiden, dan zal men voor de differentiaal ran 
het oppervlak O', door de benedenste tak doorgeloopen , moeten stellen 
2^(a — y)é»y en dos 

• O' = 2ffas — ^njyds , 

waarbij stilzwijgend ondersteld wordt, dat de omwentelings-as den 
benedensten tak niet snijdt. Hieruit volgt nu 

De som der beide oppervlakken is dus gelijk aan de som der beide 
beschrijvende boogens, vermenigvuldigd met den cirkelomtrek tot 
straal hebbende den afstand der evenwijdige assen. Is de kromme 
daarenboven gesloten en van een middelpunt voorzien, dan blijkt uit 
het voorgaande, dat het oppervlak van het ringvormig ligchaam 
door de omwenteling dezer kromme ontstaande, gelijk is aan den 
omtrek der kromme vermenigvuldigd met den cirkel-omtrek door 
haar middelpunt doorgeloopen. Bij eenen omwentelenden cirkel 
van den straal r, heeft men alzoo onmiddellijk voor het oppervlak 
van den ring 2an x 2nr = 4jr*ar. 

Uit de formule 

blijkt tevens, dat het verschil der beide oppervlakken steeds gelijk 
wordt aan het dubbel van het oppervlak door den boog s om de as 
der X doorgeloopen, en alzoo geheel onafhankelijk is van den af- 
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stand ö. Voor het ftoo even besohoawde ringvormige oppervlak wordt 
dat verschil =: 8r*^ of het»dabbe1d van het oppervlak dés bols. 
In dat geval heeft men alzoo voor het buitenste oppervlak 

in^ar + 4r*7r = 27tr{an -f- 2r) , 

en voor het binnenste 

^JtW-^At^n z=z 27rr(a« — 2f), 

Bij eene omwentelende ellips welker omtrek S zij , zal het ring* 
vormige oppervlak tot inhoud hebben 2icaS. IRen zal zich tevens ge- 
makkelijk kannen overtuigen , dat deze uitkomst geheel onafhanke*- 
l^k4s van den stand der beide essen ten opzigte der omwentelings-as, 
en zulks in het algemeen plaats vindt bij alle zoodanige krommen 
die een middelpunt bezitten. De voorgaande uitkomst zal dab ook 
geldig zijn, bijaldien de ellips gedurende de 'omwenteling daaren- 
boven in haar eigen vlak om haar middelpunt draait, waardoor 
het oppervlak een' geheel anderen vorm aanneemt. 

$111. Gaan wij thans tot de. behandeling over der inhöuds-be- 
paling van gebogen oppervlakken van willekenrigen vorm. Be- 
schouwen wij in de eerste plaats eenig oppervlak ABCD {fig, 22), 
g^even door de vergelijking t :=, f{x, y), en begrensd door zijne 
snijdings-krommen zoo met de drie coördinaten- vlakken, ah met een 
vierde vlak BEC op den afstand x^ , evenwijdig aan dat der y% ge* 
bragt. Snijden wij het oppervlak vooreerst door twee evenwijdige 
vlakken loodregt op de as der ^, en op de afstanden x ea x+dx 
uit den oorsprong verwijderd. Hierdoor ontstaat op het gebogen 
oppervlak eene oneindig smalle strook pp'm^m , welke de eerste 
gedeeltelijke differentiaal van O ten opzigte van «, of de waarde 

van •j'dx voorstelt, O hierbij beschouwd zijnde als eene functie der 

twee van elkander onafhankelijke elementen s en y. Snijden wij 
vervolgens het oppervlak nog door twee andere evenwijdige vlakken 
loodregt op de as der y en op de afstanden y en y + dy uit den 
oorsprong verwijderd. De hieruit ontstaande strook qq'n'n, stelt 
de waarde der eerste differentiaal van O, ten opzigte van y, of 

— dy voor. Beide strooken snijden zich volgens een oneindig klein 

vierhoekje ahcd, hetwelk op het ory-vlak tot projectie heeft den 
regthoek a'b'c'd' =i: da;dy, en op zich zelf zoo wel eene partiële 

differentiaal der eerste strook -—da?, als der tweede — dy voorstelt, 

4x dy 
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doch Toor too veel de eer«te betreft , alleen ten opiigte ran y, en 
▼oor soo veel de laatste » alleen ten opa^te van jt. DerhaWe is abed 

een element der tweede orde uitgedrukt door — — - dxdy. De diffe- 

d*o ^^^y 

rentiaal-coëfficient --—7- laat zich aldas in functie van o? en y be- 

dsdy ^ 

palen. Indien wij door het hoekpunt a Tan het vierhoekje dbcd en 
waarvan de coördinaten zgn x, y, m, onderstellen een rakend vlak 
gehragt, hetwelk de vier zijvlakken van het* in de figuur vertoonde 
prisma tot basis hebbende dsdy^ of hunne verlengden snijdt, dan 
zullen de verschillen tusschen de afmetingen van den hieruit ont* 
staande regtlijnigen vierhoek en de overeenkomstige van den kr«m- 
lijnigen vierhpek dbcdf oneindig kleinen van de tweede orde zijn (I* B. 
S 178), zoodat deze laatste als een plat vlakje mag beschouwd worden in 
denzelfden zin namelijk, waarin het element eener kromme als een 
regt lijntje of als een deel der raaklijn te beschouwen is. Het ver- 
vangen van het gebogen vlakje acbd door het platte vlakje tot het 
rakend vlak behoorende, is eigenlijk alleen daarom geoorloofd, de- 
wijl de verhouding tusschen de inhouden dezer beide oneindig 
kleine vakken de eenheid tot limiet heeft. Zij nu ^ de hoek door 
hei rakend vlak aan het punt [x, y, x) met dat der sy gevormd, 
dan is, volgens het gevondene in $ 179, P D. 

Daar nu de regthoek d:edy de projectie van het element ahcd is, 
mag men, naar aanleiding van het voorgaande, stellen 

dsdy z=z dxdyêec,^, 



dxdy 



en 



<'=//K'+(£)'+(|)')'-^»- 



Deze dubbele integratie kan eerst ten opzigte van y en vervol- 
gens ten opzigte van s , of omgekeerd , volbragt worden. In het eerste 
geval gaat men van het element ahed tot het element pj/m'm over, 
en als dan zullen tot grenzen der integraal moeten genomen worden 
y = O, en y=Pm of y' zijnde de ordinaat, behoorende tot de 
onbepaalde abscis « in de doorsoijdings kromme DC, zoodat de 
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betrekking tasscheu y' en ^ afgeleid wordt uit de vergelijking 

f{s, y') — O, 

alleen geldende voor de ponten der kromme, volgens welke het 
gegeven oppervlak door het sy-vlak gesneden wordt. 

Alvorens echter deze integratie te verrigten, zal men ia de par- 

dz dt 
tiële diQerentiaal-coëfficiënten — , — , x door hare waarde in fonc- 

d^ dy 

tie van s en y behooren te vervangen. Uit dien hoofde laat zich 

•'(■■*-(è-+(5)')=''""- 

0=z jfF(x,y)dwdy, 

stellen. De uitkomst der eerste integratie, tasschen de grenzen O 
en y' genomen, wordt na eene functie van x alleen, zoodat deze 
thans nog te integreren is tusschen de grenzen O en jTj of ^, naar 
dat het grensvlak BEC op een' bepaalden of onbepaalden afstand 
uit den oorsprong genomen is. 

De hier bedoelde tweeledige bewerking wordt dienvolgens aan- 
gewezen door de integraal-formule 

dsj F[s,y)dy (I) 

In het tweede geval gaat men van het element ahed tot het element 
qq'nn* over. Bij deze eerste integratie waarin y als standvastige voor- 
komt, moet a genomen worden tusschen de grenzen x = Oenx:=zOE 
= x^y mits y hierbij ondersteld worde niet grooter dan CE =: yi, of de 
aarde van y overeenstemmende met o; = jtj, ingevolge de verge- 
lijking f{s, y) = 0. Voor grootere waarden van y zal die integratie 
behooren verrigt te worden tusschen de grenzen o? = O en 47 = 0?', 
zijnde de waarde van x uit de gemelde vergelijking afgeleid in 
functie van y. In het eerste geval zullen de grenzen van y bij het 
integreren ten opzigte dezer veranderlijke zijn y = O, y z= y, , 
en in het tweede geval y z= y,, y =z= y^ = OD^ of de waarde van 
y voortvloeijende uit de vergelijking z = f{x^ y) door d? en je elk 
= O te stellen. Op grond dezer twee verschillende stelsels van 
grenzen zal men voor het bedoelde oppervlak behooren te schrijven 

O = P dy p F[x, y)dx +P''dy T V(a;, y)dx . ... (2) 

Men zal ligtelijk inzien, dat de eerste dezer beide integralen 
11. 16 



O = 
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aandaidt het gedeelte van het oppervlak besloten tnsschen de 
vlakken OAX, OAT, DCE en een vierde vlak door het pont C 
evenwijdig aan dat der xz gebragt, terwijl de tweede integraal het 
overige gedeelte van het oppervlak voorstelt. 

Heeft men bij een gesloten oppervlak alleen dat gedeelte te bereke- 
nen , hetwelk door de drie coördinaten-vlakken begrensd is, dan zal 
men in forra. (1) voor x^ moeten nemen den afstand van den oorsprong 
tot het snijpunt van het oppervlak roet de as der j;, welke afstand be- 
paald wordt door in de vergelijking z=.f(x,y\ f en y elk z=0 te stellen. 

De forra. (2) geeft voor dat geval, als wanneer y, nnl wordt. 



= PUyr F[x,y)dx. 
J o J o 



Is het oppervlak besloten tusschen de vier platte vlakken x :i^ Xq, 
dP z= o:,, y = yo, y = yj, dan komt er 



Oz=[^'dy{"'F{x,y)di 

J Vn J Tn 



S 112. Veronderstellen wij thans dat het oppervlak besloten zij 
tusschen twee evenwijdige vlakken j; = a:Q, a? = a?i, en twee cilinder- 
vlakken, tot vergelijkingen hebbende y =^ 9[x)^ y = ^{x\ dan is 
het klaar, dat als nu bij eene eerste integratie ten opzigte van y, 
tot grenzen moeten genomen worden y' =z ^{x) en y' ■=: <P[x)j 
terwijl de grenzen bij de tweede integratie ten opzigte van x^ we- 
derom zullen zijn Xq, x^-, men heeft dan voor dat geval 



= r'dxf^'^F{x,y)dy, 



Bijaldien het een cilindrisch oppervlak is, tot vergelijking heb- 
bende » = f[y)j zoo dat de beschrijvende lijn evenwijdig aan de 
as der x loopt, dan is 

^ = 0, dus Fis,y)=.v{l+{^y), 

Voor het gedeelte van zoodanig oppervlak, begrepen tusschen 
twee vlakken ar = jt^, x z=z Xi en twee vlakken y = y^, yzrzy^y 
heeft men, uit hoofde hier x en y van elkander onafhankelijk zijn, 

= {x^-x,)(^W{l'¥%)dy, 



en 
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Zij na s de lengte van eenigen boog der rigtlijn x zr f{y)^ dan 
18 dsz=:]/(dy^ + d%^)^ waardoor de voorgaande integraal overgaat ia 

f di. Stellende wijders 5 voor delengte des boogs, welks uiteinden 

tot ordinaten hebben ^q ^^ Vt ) ^^^ heeft men 

ten blijke, dat het oppervlak eens cilinders besloten tasschen twee 
vlakken evenwijdig aan het grondvlak en twee beschrijvende lij- 
nen, gelijk is aan een regthoek tot zijden hebbende den afstand 
der beide vlakken, en de lengte des boogs tusschen de twee be- 
schrijvende lijnen begrepen; waaruit verder volgt, dat het geheele 
oppervlak eens regten cilinders, welks rigtlijn eene beslotene kromme 
lijn vormt, gelijk is aan het product van den omtrek dezer kromme 
met de hoogte van den cilinder, 

S 113. Alvorens de voorgaande algeraeene formules op enkele 
gebogen oppervlakken van gegeven vorm toe te passen, zullen wij 
een bijzonder geval gaan behandelen, hetwelk tot eenige opmer- 
kelijke uitk9msten leidt, te weten, dat waarin F{Xt y) of sec.<ff voor 
alle punten van het oppervlak eene standvastige waarde behoudt. 
De gewone regte cirkelvormige kegel levert ons hiervan een voor» 
beeld, dewijl elk rakend vlak door een willekeurig punt van dat 
oppervlak gebragt, onder denzelfden hoek helt op het grondvlak, 
dat wij hier gemakshalve tot dat der wy kunnen aannemen. Is nu 
P de grootte der projectie op het grondvlak van eenig gedeelte 
des kegelvlaks, tasschen gegeven kromme lijnen besloten, dan is 
blijkbaar 

P = f fdxdyf 

m 

tusschen de behoorlijke grenzen genomen. Derhalve 

O = Pseci(ff, 

.ons leerende, dat elk willekeurig gedeelte van het oppervlak eens reg^ 
ten kegels met cirkelronde hasis^ gelijk is aan het product van den in- 
houd zijner projectie op het grondvlak^ met de secans van den hoek 
waaronder de schuinsche zijde op dat vlak helt» 

Stellende den straal des grondvlaks = r en de lengte der schuinsche 
.ijde=^ dan vindt ^en. ingevolge het voorgaande, voor het ge- 

heele oppervlak des kegels r^rX -- = H^, zijnde de inhoud van een 

cirkel -sector met den straal l beschreven , en waarvan de boog de 
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lengte heeft van den omtrek des grondvlnks. Men kan dezen inhoud 
ook gelijk stellen aan dien eener ellips, tot halve assen hebbende 
den straal r en de lengte / der schainsche zijde. 

Snijdt men het kegelvlak door een vlak, evenwijdig aan het 
grondvlak en is l de lengte der sehninsche zijde van dezen afge- 
knotten kegel, dan komt er voor dat oppervlak, r' de straal der 
doorsnede voorstellende, 

O = 27r(r» — W«)w.0 = 2;r(r4-r')/, 

zijnde de inbond van een trapezium, waarvan de evenwijdige zijden 
tot lengten hebben de omtrekken der grond- en bo ven vlakken , 
en l tot afstand hebben. 

Snijden wij thans het kegelvlak door eenig vlak, hellende op 
het grondvlak, zoodat de doorsnede eene ellips CC'DD' {fig, 23) 
worde , waarvan CD de groote as voorstelt. Zij de ellips cc'dd' hare 
projectie op het grondvlak , dan zal de oppervlakte van het gedeelte 
des kegels, begrepen tusschen den top S en de elliptische doorsnede, 
uitgedrukt worden door het product van den inhoud der ellips c^'dd' 
met de secans van den hellingshoek der schuinsche zijde. De beide 
ellipsen dezelfde kleine as hebbende, zoo staan hare inhouden 7,1' 
tot elkander als hare assen CD en cd. Men heeft diensvolgens 

O = Fsec.^ = lx n^^^^'^^ 

of, omdat CS+DS = cdsec.<[f is, volgt hieruit 

(75+ DS 



= /X 



CD 



Het afgesneden gedeelte van het kegel-oppervlak heeft das den- 
zelfden inhoud als eene ellips, welker groote as gelijk is aan de 
som der afgesneden stukken (75, SD^ en welker kleine as met die 
der elliptische doorsnede overeenkomt. 

Verbeelden wij ons verder het kegelvlak, gesneden door vier 
vlakken loodregt op de basis staande, zoodat het afgesneden ge- 
deelte besloten is tusschen vier boogen van hyperbolen , dan vindt 
men terstond voor zijn oppervlak het product van den regtlijnigen 
vierhoek volgens welken het grondvlak gesneden wordt, met de secans 
van den hellingshoek <p. Wordt de kegel door een cilinder vorm ig gat 
in dier voege uitgeboord, dat de as ées cilinders loodregt op het 
grondvlak staat, en is R de straal van den cilinder, dan komt er voor 
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het oppervlak van het uitgeboorde stak des kegel vlaks OnnnRhec*^. 

Verbeelden wij ons nog eene beschrijvende lijn , liggende in het vlak 

der assen van den kegel en des cilinders , en zij a het gedeelte van die 

lijn door dit laatste oppervlak afgesneden, dan is a = 2Riec.^^ en 

dus 0= ~ jRa^r. Het oppervlak is dus ook gelijk aan den inhoud eener 

ellips, welke den afstand a en de middellijn des cilinders tot assen 
heeft. Op die wijze kan men, zoo als ligt in te zien is, op het 
oppervlak eens regten cirkel vorm igen kegels eene menigte stukken 
van verschillenden vorm aanwijzen, welker quadratuur in eenen 
raeetkunstigen zin mogelijk is. 

Beschouwen wij, om hiervan nog een ander voorbeeld te geven, 
het geval dat de kegel gesneden wordt door twee parabolische 
vlakken CDE, CDF {fig. 24), gaande door eene koorde CD van 
het grondvlak. Noemen wij de inhouden dezer parabolen /, 1', en 
die van hare projectiën op het grondvlak P, jP', dan heeft men voor 
de oppervlakte, begrepen tusschen den top 5 en de beide doorsneden 

Maar P = Ieo8,^ en JP' '=.Vcos^\f zijnde, zoo besluit men hieruit 
onmiddelijk, dat het bedoelde oppervlak gelijk is aan de som der 
inhouden van de beide begrenzende parabolen. 

S 114. Het regte cirkelvormige kegelvlak, welks grondvlak tot 
dat der xy is aangenomen, of daaraan evenwijdig loopt, is niet het 
eenige oppervlak , hetwelk de eigenschap bezit dat in elk zijner 
punten het rakend vlak onder eenen standvastigen hoek op het sy 
vlak helt. Die eigenschap geldt blijkbaar van elk ander oppervlak, 
waarvan de vergelijking voldoet aan de partiële differentiaal-ver* 
gelijking , 

1 =: iflf.V = C^ 

dx^ dy^ 

of />*+g' = c, 

C eene standvastige grootheid beteekenende. 

Ten einde het karakter dezer oppervlakken uit die vergelijking 
af te leiden , differentiere men deze ten opzigte van ^ en y afzon- 
derlijk , waardoor men de twee navolgende betrekkingen bekomt : 

of pr + gs z= O, pi + qil = O (a) 
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Dus - = - of fr == «>, 

r 8 

waarait volgt, dat de bedoelde oppervlakken tot de ontmkkelbare 
bchooren (!• D. S 200). 

Daar nu onder de kegelvlakken , die insgelijks tot deze laatste 
soort behooren » slechts eene bijzondere klasse de bedoelde eigenschap 
bezit, zoo zal zulks met de ontwikkelbare oppervlakken even eens het 
geval moeten zijn. Voor zoo veel de kegel vlakken betreft is zulks 
gemakkelijk aldus aan te toonen. Uit hare algemeene differentiaal- 
vergelijking (P D. S 185) 

«— c.= p{fl?— «)+g(y— ft). 

wordt y na differentiatiën ten opzigte van jr en y* afgeleid, 

O = {s — a)r + {y — h)i, O = {a; — a)s + [y — h)t. 

Deze combinerende met de vergelijkingen (a), vindt men 

V[y — h) + q{s — a) = O, 

zijnde het kenmerk der orawentelings-oppervlakken, welker as even- 
wijdig aan de as der z loopt (PD. §186). 

Het kegelvlak zal dus alleen dan de meergemelde eigenschap be- 
zitten, bijaldien het tevens tot de omwentelings-oppervlakken behoort, 
en de as loodregt op het xy vlak staat, hetgeen met het lüervoren 
gestelde overeenstemt. Om zulks, zoo noodig, nader te bevestigen, zij 

z — c = ky{ix — a)^ + (y — h)^} (« 

de vergelijking des regten cirkel vormigen kegel vlaks , dan hoeft men 

- =p = ft>( ), 

ds ,y — h\ 

dy ^ Vjs — (•/ 

Derhalve p*-!-?* = &*, 

ten blijke dat tg,^ hier de standvastige waarde k verkrijgt. 

Men zal uit het voorgaande reeds bemerkt hebben , dat de verg. (P) 
slechts als een bijzonder geval moet beschouwd worden , eener meer 
{^Igemeene betrekking tusschen de drie veranderlijke grootheden 
ar, y, r, waarbij aan de partiële differentiaal* vergelijking 

voldaan wordt, en zulks uit hoofde de verg. (fi) eeniglijk het regtc 
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cirkelvormige kegel vlak, en geenszins die klasse Tan ontwikkelbare 
oppervlakken voorstelt, welke wij hier beoogen. Ntt is het niet 
mogelijk zoodanige algeroeene betrekking in eindige groothedeo 
tasschen ^7, ^,2 te vinden, doch men kan daarentegen een stelsel 
Tan twee vergelijkingen aanwijzen, waaruit, na verdrijving der 
daarin opgenomen willekeurige functie, de vergelijkingen van alle 
mogelijke ontwikkelbare oppervlakken , welke aan de gestelde eigen» 
schap voldoen, kunnen worden afgeleid. Die vergelijkingen , welke 
men aan den beroemden Monge verschuldigd is, en de algemeene 
integraal der differentiaal- vergelijking 

p«+9* = ife* 
voorstellen , zijn deze : 

«»= &»{(^— o)*+(y— f(a))*} ir) 

o = j? — aH-(y— ^(«))f'i(a) (^) 

waarin ^(a) eene geheel willekeurige functie van a beteekent. 

Daar de tweede vergelijking uit de eerste wordt afgeleid door 
deze ten aanzien van den parameter a te differentiëren, mogen wij 
thans, naar aanleiding der in de XXIX" les {V D.) verklaarde theorie, 
hieruit besluiten, dat het gezochte ontwikkelbaar oppervlak geen 
ander is, dan het omsluitende oppervlak van een cirkelvormig kegel- 
vlak, waarvan de as loodregt op het ^y- vlak staande, een cilindrisch 
vlak beschrijft, tot rigtlijn hebbende de kromme 5 = f (a) , zoodat 
deze willekeurige functie den vorm van het ontwikkelbaar oppervlak 
bepaalt. 

De vergelijking (d) is die van een vlak , gaande door den top des 
kegels normaal op gezegde rigtlijn. De karakteristiek van het opper- 
vlak is dus eene beschrijvende lijn des kegels « en men zal alzoohet 
te bepalen oppervlak kunnen beschouwen als het omsluitende opper- 
vlak van een plat vlak , dat in zijne beweging steeds rakend zij aan 
het oppervlak van een regten cirkelvormigen kegel, welks iiS een 
gegeven cilindrisch vlak doorloopt* 

$115. Keeren wij than» terug tot de algemeene integraal-formule 



= jjv{l+p^ + q^)dxdy. 



ten einde daarvan eenige toepassingen op bekende oppervlakken te 
maken. 

Stellen wij ons rn de eerste plaats voQr de oppervlakte van eene 



248 INTEGRAAL-REKENING. 

bol Tormige schijf te bepalen, begrepen iusschen twee evenwijdig 
▼lakken, genomen op de afstanden Sq en Si nit bet middelpoDt. 
Zij de vergelijking van den bol 

dan is « = V(r* — j?» — jf *) , 






ï = — ^. V{l+p* + q^) = 



» ' ' ' ^ • ^ ' |/(r> — X»— y») 



das 0=zl*dxf ,, .^ ^^ ^^* 



"77"; — h ïT = »•* 

^•/'V'Cr»— *«— y*) 



y') 

zijnde de helft van het gevraagde oppervlak ; hetwelk met de 
uitkomst van $ 107 overeenstemt* 

Wil men het gedeelte van het oppervlak eens halven bols bepa- 
len, hetwelk ter wederzijde afgesneden wordt door een cilinder, 
tot rigtlijn hebbende een cirkel beschreven op den straal r ab 

middellijn, en waarvan de as, evenwijdig aan 4ie der i gerigt, 

f 
op den afstand - uit het middelpunt des bols verwijderd is, dan 

heeft men in de formule 

de integratie ten opzigte van y te verrigten tasschen de grenzen 
dzV(rx — j7*), en die tenopiigte van w tusschen de grenzen Oenr. 
Hierdoor verkrijgt men achtervolgens 

/y dii /fd»*— ^^\ X 



o z=z hr\ BtgV -da?. 



o 

X 



Zij 9 z=: Big.V ::, of o? = f <tf,V> 
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dan heeft men 

Derhalve O = «r> f^f.dtg^^ = Ar^Q — l). 

/o 

Het overschietende gedeelte van den halven bol bedraagt alzoo 
4r>, en heeft das eene oppervlakte gelijk aan het vierkant op de 
niiddellijn van den bol. 

Tot eene derde toepassing kiezen wij de bepaling van het opper- 
vlak des cilinders hetwelk» volgens het voorgaande vraagstuk, 
door den bol wordt afgesneden. 

Zij wederom het middelpunt des bols tot oorsprong der coördi- 
naten genomen, en laat de as der y ttians evenwijdig aan die 
des afgesneden cilinders gerigt tgn , dan is de vergelijking van dat 
laatste oppervlak 

dus 



2V(rx—x*) ' * . r . ;i / 2v/(r«— aj«) 

Het geheele oppervlak van den afgesneden cilinder O noemende, 
heeft men 



1 ^ _ r r r dxdy 
. l 2JjV(r^—s^y 



dx 



Om de grenzen van y te bepalen , merke men op dat de door- 
sE^dings-kromme der beide oppervlakken , op het vlak der xy 
geprojecteerd wordt volgens de parabool * 

loodat de grenzen der eerste integratie zijn y = O en y =: V^r (r— *d;}, 
en die der tweede d^ = O en « =: r. Er komt gevolgelijk 

fr l/r(r— x) . fr dx 

Het gezochte oppervlak blijkt alzoo even groot te xijn als dat 
van het overschietende gedeelte des halven bols hier voren gevonden* 
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Neraen wij nog tot een vierde voorbeeld de ellipsoïde 

SD* y' «' 

Stellende hier» ter vereenvoudiging , 

5 = ^« j = y, - = *, 
dan gaat de vergelijking van het oppervlak over in 

i^aarait volgt 

— — —— — — ^yL 

d:g' ~ m" dP ~ «" 
dz e dz ex' e x' 



dx adx' az' a 1/(1 — jp'* — /*) * 

dz e dz' cy' c y' 



dy bdy'~ bz' b yd — x'^ — y'^)' 

Derhalve 

of» sfellendenog 1 = «*, 1 ——=ƒ*, indien namelijk a) 6 >c 

is, dan komt er 

Wij znllea later op deze dnbbele integraal terugkomen, en aan- 
toonen dat zij , bij de bepaling der oppervlakte van de gehe^le 
ellipsoïde , vatbaar is om tot eene enkele te worden herleid. 

In het bijzonder geval eener omwentelings-ellipsoïde, waarbij de 
as 2a tot omwentelings-as aangenomen is, heeft men, c = 6 
stellende, 

e^ = 1-^» . f—O... 

ff f 1— «>i^'» n 

dus O = a5jji/( ^_^.,_y., }(to-dy;. 

Om hieruit het halve oppervlak der ellipsoïde te berekenen, 
moéten voor de grenzen van y genomen worden ±1/(1 — *'*)f ®n 
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voor die van s\ tbl* Hen herkrijgt alsdan voor het geheèle 
oppervlak / 



|X(l_:,'»,V^(l-ar'»-y'>) 



=r labitï \/(\—9^x'^)dx'z=z 206^5^/(1— e«) -f- -^ B iinA, 

welke Qitkomst gemakkelijk tot die van § 107 terug te brengen iSf 
Uit de formule . 

leeren vtrij nog deze bijzonderheid kennen, dat in geval de functie 
pi -f- g* voor twee verschillende oppervlakken 

r 

dezelfde waarde verkrijgt, die oppervlakken alsdan de eigenschap 
bezitten dat, indien zij beide gesneden worden door een regten 
cilinder welks rigtlijn in het j;y-vlak gelegen is , en eene gesloten 
kromme vormt, de hierdoor afgesneden deelen der beide opper- 
vlakken, denzelfden inhoud verkrijgen. 

Beschouwen wij bijv. eene omwentelings-paraboloïde en eene 
hyperbolische paraboloïde, tot vergelijkingen hebbende 

a?*+y* = 2ar, xy = ai, ^ 

dan zal het blijken, dat voor beide oppervlakken , de functiejp>+ g^ 

dezelfde waarde — ^ terkrijgt , en men derhalve in staat is op elk 

van dezelve stukken van gelijke grootte aan te wijzen , waartoe slechts 
vereischt wordt dat hunne projectien op het dry-vlak gelijken inhoud 
opleveren. Eoisa heeft ook hieromtrent eenige belangrijke onder- 
zoekingen gedaan , welke echter te dezer plaatse voor geene nadere 
verklaring vatbaar zijn, daar 'zij ïnet de integratie van partiële 
differentiaal- vergelijkingen in verband staan. 

$116. Bij de inhoudsbepaling van oppervlakken in het algemeen, 
is men niet altijd gebonden aan eene verdeeling in differentialen 
door middel van twee stelsels snijdende vlakken , evenwijdig aan de 
coördinaten -vlakken gerigt. In vele gevallen kan men met voordeel 
gebruik maken van één enkel stelsel vlakken , die door dezelfde lijn 
gebragt worden, waardoor de dubbele integratie van zelve toteene 
enkelvoudige herleid wordt. De kegel vlakken zullen ons hierbij tot 
voorbeeld strekken. 
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Zij S (fig. 25) de top » de kromme AMB een gedeelte van den omtrek 
▼an het grondvlak eens kegels, en O de projectie van den top opdat 
vlak. Laat die kromme gegeven zijn door hare polaire vergelijking, 
Pde pool en de lijn OPB de oorsprong der hoeken aanwijzen. Men stelle 
▼oor eenig onbepaald punt if, den voerstraal PM = r, den hoek 
OPM=^jdeiï hooQAM=zs^ den afstand il5 = jt, de lijnOP=:a, 
en de hoogte des kegels SO = h. Snijden wij na het kegelvlak door 
vlakken gaande door de lijn PS. Laten SM , Sm de doorsneden aan- 
wijzen van twee dezer opvolgende vlakken, die eén oneindig kleinen 
hoek met elkander vormen, dan zal het driehoekje SMm, als een 
diflferentiaal van het oppervlak mogen beschouwd worden. Om na 
deze differentiaal in fanctie der veranderlijke grootheden r, ^y en 
der standvastigen a, h uittedrukken , gaan wij aldus te werk. 

Zij MT de raaklijn ann het punt M, en OR loodregt daarop ge* 
trokken , dan zal SR tevens loodregt op MT staan , en dus de hoogte 
van den differentiaal-driehoek SMm aanwijzen. Men heeft diens- 
volgens 

dO =z^SRxMm, 

en SR^ = 50* + ORK 

Trekt men nog OJV evenwijdig aan de raaklijn , en stelt men den 
hoek PMT = PNO = (p , dan volgt uit de beschouwing van den 
driehoek OPN 



dus MN = r — 



a«ft.($?-|-^) 



en OR = MNsin.ip = rsin.<p — a#in.(^-+-^) 

= (r — a cös.f ) iin,^ — a sin.^ cos.ifi 

d<p dr 

= (r — a eotMr a stn.^p — , 

ds ds 

waaruit men voor de differentiaal dO bekomt 

dO = -i/<ft'd«* -+•((*• — aco«.^)rd^ — a«tn.^dr)*{, 
of omdat d«* = r*d?*-f-dr', 

waarin nu nog voor r en j- , hare waarden volgens de poolverge- 
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Iijking der gegevene kromme , in functie van ^ zallen moeten worden 
gesubstitueerd. 

Is deze kromme gesloten, dan zal men, om de geheele kegel- 
opperrlakte te berekenen, de integraal tusschen de grenzen O en 2fr 
hebben te bepalen. 

In het bijzondere geral van een* scheven kegel met cirkelronde 

dr 
basis, waarvan P het middelpunt aanwijst, wordt -- = O, zoodat 

de waarde van O, over het geheele oppervlak uitgestrekt, zich 
herleidt tot dezen meer een voudigen vorm, 

r c'27t ^ ^ 

J o 
welke echter, indien men zich bij de gewone hulpmiddelen bepaalt, 
eeniglijk door ontwikkeling in eene oneindige reeks, te integre- 
ren is (*). 

§ 117. Het volgende vraagstuk is voor eene dergelijke behandeling 
vatbaar. 

Op het oppervlak van een halven bol ABP (fig. 26) wordt eene lijn 
van dubbele kromming ^ifP beschreven, waarvan de vorm bekend 
is, door eene vergelijking tusschen de regthoekige kromlijnige 
coördinaten AQ, MQ van een onbepaald punt iKf , en welke boogen 
van groote cirkels voorstellen. Men vraagt het gedeelte van het 
bolvormig oppervlak te bepalen, dat begrepen is tusschen een' boog 
der kromme, en de coördinaten van zijn uiteinde; het aanvangspunt 
des hoogs ondersteld zijnde in het snijpunt met den groeten cirkel 
AQB gelegen. 

Zij r de straal van den bol, en laten rs^ry de coördinaten AQf MQ 
voorstellen. De kromme AMP zij gegeven door eene vergelijking 
van den vorm 

y = /"W- 

-Men verdeele nu het oppervlak in zijne differentialen door vlakken 
gaande door de lijn PO loodregt op het grondvlak. Twee dezer 
opvolgende snijdende vlakken door de oneindig nabij gelegen pun- 
ten My m gebragt, bepalen eene differentiaal MQqm van het bedoelde 
oppervlak. Brengen wij nog door M een vlak loodregt op PO, 



(*) Vele Toorname wiskundigen hebben zich met de bepaling der oppervlakte ran 
den gewonen scheven kegel bezig gehouden. Legbnsre heeft aangetoond, dat die 
oppervlakte onder een* eindigen Torm uit te drukken is met behulp der elliptische 
functiën. Zie zijn vroeger aangehaald werk, I« Deel. bladz. 329. 
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snijdende den bol Tolgens den kleinen cirkel iVA, en den boo^ mq 
in het pnnt m'. Het achterlating van het driehoekje Mmm' ^ als 
eene oneindig kleine van de tweede orde aanwijzende, zal men den 
kromlijnigen yierhoek MQqm' = dO mogen stellen. 

Daar wijders de oppervlakte der bolvormige schijf, b^repen 
tasschen de cirkels ^1^ en JVR, tot waarde heeft 2r7cXr8in.y, zal 
de differentiaal-vierhoek MQqm' blijkbaar uitgedrakt worden door 

ds 
2r'3r sin.y X ^ = rUin.yd^s. 

Hen bekomt alzoo 



O = r^ f 

J o 



Om ook van deze algemeene formule een paar roorbeelden ter 
toepassing te geven, onderstellen wij de kromme zoodanig, dat de 
ordinaten overal evenredig aan de abscissen zijn, en men diensYol- 
gens heeft voor de vergelijking der kromme 



dan komt er 




• 


= r* 1 i%n,nsdx, 




h 


das 


r* 

■■ — (1 — coi,nx)f 
n 


en voor szzzz ^ 






— — (I — eos.nic}. 
n 



In het bijzonder geval van n = -", als wanneer de kromme door 

de pool P van den groeten cirkel AQB gaat, vindt men voor het 
gedeelte der oppervlakte van den halven bol, begrepen tusschen 
genoemden cirkel, het quadrant BP en de kromme AP, 2r*. 

Deze kromme kan alsdan beschouwd worden als voortgebragt door 
een punt, hetwelk het cirkel-qqadrant ANP doorloopt, terwijl dit 
laatste gelijktijdig eene halve omwenteling om de as OP volbrengt; 
beide bewegingen eenparig verondersteld zijnde. Voor n=:l vindt 
men dezelfde uitkomst. 

Beschouwen wij nog het geval, dat de kromme alle groote cirkels, 
door de pool P gaande, onder een stand vastigen hoek a snijdt, 
welke kromme in de zeevaartkunde bekend is onder den naam van 
LoxodromUche, 



i 
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Ter bepaling der betrekking tasschen ;p en ^, ge^fi het drie- 
hoekje Mmm' f waarin de hoek 111 = 0, mm' = rdy en Mm':n Tco$,ydx, 

rcos,ydx =: rdy tg, a^ 

of *.^(^y _ ,..7/^+*»^-y 



dttS 



Oi = ttf.a I—?- = tg.alf—L- ?^ . 

Jcos.y V co*.y / 



waarin men , des rerkiezende, fêc.y vervangen kan door hare waarde 
in functie van :r, zijnde 

1 xcot,a — xcot.a 

-(e +c ). 

§ 118. Wij kunnen niet afzijn hier nog eene meetkunstige be- 
schouwing mede te deelen, waardoor men eene uitdrukking voor 
de tweede differentiaal eens gebogen oppervlaks verkrijgt, geldende 
voor het geval waarin elke der coördinaten x^y, s in functie van 
twee andere veranderlijke grootheden f en « gegeven is, zoodat 
men hebbe 

s = f{t, u), y = f{t,u), z = f'H, u). 

De hieruit voortvloeijende betrekking tusschen de veranderlijken 
d7,y,z zal alsdan de vergelijking van het oppervlak opleveren. 
Door differentiatie verkrijgt men de navolgende betrekkingen : 

ds =z Pdt +Qdu, 

dy = P'dt+Q'du, 

de = P''dt+Q"du, 

Trekken wij door een willekeurig punt M {fig. 27) van het gebogen 
oppervlak twee kromme lijnen MRf MS in dier voege, dat bij de 
eerste, t alleen veranderlijk, doch bij de tweede, u alleen verander- 
lijk ondersteld worde. Nemen wij vervolgens op die beide krommen 
twee nabij het punt M oneindig digt gelegen punten m, m\ door 
welke wederom twee krommen mS' , m' R' worden getrokken aan 
dezelfde onderstelling als de beide voorgaande voldoende, en zich in 
M' snijdende, dan zullen de boog-elementen illm, m'M\ uit hoofde 
hun verschil eene oneindig kleine van de tweede orde is, en even zoo 
de boog-elementen Mm* en mM' als aan elkander gelijk te beschou- 
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wen zijn. Be kromlijnige vierhoek onder die vier boogjes zamenge- 
steldy en welke eene tweede differentiaal van het oppervlak voorstelt, 
verschilt dos oneindig weinig van een parallelogram, en men mag 
dienvolgens zijnen inhoud uitdrukken door 

d*0 = MmxMm'sin.M. 

Zijn na X, y» s de coördinaten van het onbepaalde pnnt üf , dan 
heelt men, volgens de hiervoren aangenomen onderstelling, voor 
de coördinaten van het pont m, 

s-hPdt, y+P'it, K+P'dt^ 

en voor die van het punt m\ 

^-hQdu, y-j-Q'Ju, g+Q'da, 

Stellende thans kortheidshalve Mm = d«, Jlfjn' = €U\ 

dan volgt hieruit 

ds = VMM, d$ = VN.du. 

De hoeken, welke het element di met de assen der x, y, s vorrot, 
hebben tot cosinussen 

P P' P' 



VM' VM' VM' 
£ven zoo zijn die cosinussen voor het element ds\ 

VJS* VN' VN' 
Derhalve 

COS. Jf = — Z= , 

VMN VMN 

dus $in.U = V[~^—), 

en d«0 = dsds's%n.M = V[MN—R^}dtdu, 

of O =jjv[MN—R})dtdu (a) 

welke uitdrukking ook onder dezen vorm kan geschreden worden, 

O = jjv\[PQ*—P'QY+{PQ'~rQ)^MP'Q''—P''Q')\d^^^^{?) 

De zes grootheden P, O, P', Q\ P\ Q" stellen de partiële differen- 
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tiaal- quotiënten van x, y,z in functiën van t enu voor, en kannen 
dus in elk geval uit de gegevene drie betrekkingen tasschen deze 
vijf veranderlijke grootheden afgeleid worden. 

In het geval , waarin x regtstreeks in functie van sp eny gegeven 

is, heeft men , , . • 

dx =. pdx -f- qay , 

P=:l. = 0, P'=0, 0=1, P'-p, Q'=q, 

M — (l+p'), n — (l+qf>), U = p^, 
dus volgens forra. (o) of (/3), 

O = ffv{l +p* -f- 9') dxdy. 

De forra. (^) laat zich mede op eene vlakke figuur van toepassing 
maken, waartoe het voldoende is x standvastig , en dus elk der differen- 
tiaal-quotiënten P^Q' gelijk nul te onderstellen. Hen beeft alsdan 

MN = (P* + /''»)(Q»-4-0'*). 

R == PQ+ P'Q'. 
Derhalve 

MN—R* = (PO' — P'0)*, 

O =ff{PQ'^P'Q)dtdu, 
hetgeen met het gevondene in § 106 overeenstemt. 

§ 119. Om de zoo even gevonden algemeene int^raal-formnle op 
eenig bepaald coördinaten-stelsel toe te passen , beginnen wij met 
het geval waarin alleen de coördinaten s^ y door de polaire r, ^ ver- 
vangen worden, en dus de vergelijkingen 

X -=. reo8,^f y = rsin,^ 

plaats hebben. De vergelijking van het oppervlak verkrijgt alsdan 
den vorm 

Hier vindt men door differentiatie, ten aanzien van r en f>, 

w% dj7 _, dy „„ ds 

dr dr dr 

0=~- =~rnti.sp, Q =^z=zrcos.ip, O =^Tr ' 

dr^ dfp^ dr dip 

IL 17 
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Derhalve volgeus (a). 

Bij den orergang van een regthoekig tot een polair stelsel , maakt 
men meestal gebruik van de navolgende, reeds in § 88 opgegeten, 
betrekkingen tassehen de regthoekige en de polaire coördinaten 
r, 9>, ^, 

waarin r thans als eene functie der twee onafhankelijke hoeken 
^, ^ voorkomt. 

Na verandering van t en ti in ^ en i9 . bekomen wij door partiële 
differentiatiën , 

P = — = nn.^(€os.^ r stn.^i = — y, 

d^ d^ T aq> 

nr ^y . «/ . dr ^ V y dr . 

F =z -^ =z «in.^ («n.9» -- + rco#,9> ) = ^ -—+«, 
d^ d^ ^ T d<p 

n» «dr 

dup 

^ ds f dr ^9 dr 

^ d» ^ dt> ^ r d»9 

^# dv /• dr N V df 

O == -^ = m.9>l«n.^ h*'co«,^) = i ---+-« s»n.^, 

d» di9 r d^ 

di^ 
waaruit gemakkelijk gevonden wordt 

M = P^ + P'^+P"* = ^^4^r2«n.»T9, 

df* 

dr 
Daar wijders Ps^^P'y =: r-~m.*f>, 

en (?y ~ Q's = O , 

volgt hieruit 

PQ-hP'Q'— Q' 4^si«.«^ = tL$in.^ (iin.ótL + s). 
^ ^ m d<p d<p ^ d^ ' 
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nierbij optellende 

df "^ d^ f d(p^ d^ / 

komt er 

R = PQ + prO'^p-Q' = fl.±, 

a^ d^ 



MN' 



on dus 



n« /<**•* • . .«\ /'<i»*^ •> dr^ dr^ 



M 



S 120. Zie hier nog eene andere bbndelwijze om regtstreeks (ot 
deze integraal -formnle te geraken , en welke zich uit de verdeeling 
van het gebogen oppervlak in zijne differentialen der tweede orde 
laat afleiden. 

Brengen wij namelijk door de as OZ {fig, 28) en door twee oneindig 
digt bij elkander genomen punten M, M' van het opperrlak, t^ee 
vlakken snijdende dit laatste volgens de krommen AMN^ AM'N\ 
en makende met elkander een' hoek d^. Snijden wij het oppervlak 
nog door twee kegelvlakken , ontstaande uit de beweging der 
voerstralen OM^ 0M\ om de as OZ, Die doorsneden bepalen dan 
op het gebogen oppervlak den kromlijnigen vierhoek MtnM'tn\ voor- 
stellende eene differentiaal der tweede orde van dat oppervlak. 
Om nu de waarde dezer differentiaal in functie van de coördinaten 
r, 9, ^ en hare differentialen uit te drukken, merken wij op dat 
het element MM' of ds eener willekeurige kromme door de punten 
My M^ op het oppervlak getrokken, volgens het gevondene in 
§ 88, tot waarde heeft, 

ds = 1/ j dr* + r*d^» -f- r^sin.*^ d^* j . 

Daar echter r voor elk punt van het oppervlak, eene gegevenc 

functie van ^ en t9 is, behoort men in de vorige uitdrukking dr 

dr dr 

te vervangen door -r- d?» +-rr^^» waardoor er komt, 

d^ d9 

^a9>' ^<it>' a<p di9 
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Stellen wij wijders de elementen Mm, Mm' der voormelde kegel- 
doorsneden respectievelijk == ds^ds', dan is het ligtelijk in te lien 
dat het element ds achtervolgens in ds' en ds' overgaat, indien men 
daarin^ beartelings de hoeken ^ en ^ als standvastig aanneemt. 
Wg hebben diensvolgens 

ds'* = /l!L*4-r*«n.M)df». 

en Toor den inhoud van den differentiaal- vierhoek MmM'm' , 

d^O = ds' . ds" sin, M. 

Nu is in den oneindig kleinen driehoek MfnM\ waarin de sijde 
mM' door Mm' of ds", en de hoek in m door het supplement van 
den hoek M raag vervangen Ivorden , 

d«' = di* + ds"^ + 2ds'ds''eos.M, 



„ ds* -^ ds'*— ds '^ dr dr d^d<p 

doi eosM = — ; — „ = — — .-— — 

^ds'ds" d^ d^ ds'ds 



« • 



^ .^ . « A^s^ ds"* dr» dr* , ^„^ 
ds'ds'sin.M == V/l-r-r .-r- dtJ^dö», 



of, na substitutie der vorenstaande wnarden van ds'* en dj"*, 



dr* dr^ , , ,„ 
d^dê 



d^* ' MiSi* / dfp^ d** 

kdr* X dr* i 

even als hiervoren gevonden is. 

Is nu het te bepalen oppervlak begrensd door de drie regthoekige 
coördinaten-vlakken, dan blijkt uit de figuur, dat de integraal ten 
aanzien van •d-, waarbij <p standvastig blijft, behoort genomen te 

worden tnsschen de grenzen t9 = O en t9 nz -- , waardoor men van 

de tweede differentiaal overgaat tot de eerste, aangewezen door de 
ruimte, welke tusschen de kromme lijnen AN^AN' en het boogje NN' 

besloten is. Vervolgens zal men, ten aanzien van ^, insgelijks te 

ft 
integreren hebben van ^ = O tot ^ iz: -, Bijaldien echter het gebogen 

oppervlak besloten is tusschen het a^y-vlak en twee loodregte vlak- 
ken, tot doorsneden hebbende de krommen AMS en ARS, en 
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makende met het ars- vlak, de hoeken ^oi 9iy zal men de laatste 
integraal tusschen ^ =: ^o en ^ = 9Pi moeten nemen. 

S 121. De reeds trroeger (§ 109) gevondene waarde van d*0 voor de 
omwentelingS' vlakken, is tevens onmiddellijk uit de forra. {/) (§ 119) 
af te leiden. Immers , de as OZ tot omwentelings-as aannemende , 
zal de pool vergelijking r = ƒ(??) der beschrijvende kromme , tevens 
tot vergelijking van het oppervlak strekken , waarin nu r en i? 

geheel onafhankelijk van den hoek ^blijven > zoodat j- =: O wordt. 

Bierdoor herleidt zich de aangehaalde formule tot deze, 

dr* 

of Ozzzld^jr sin. i9ds. 

Voor het geheele oniwentelif%s-oppervlak door den boog AM 
doorloopen, moet de integraal ten opzigte van ^ genomen worden 
tusschen de grenzen O en 2w. Derhalve verkrijgt men wederom 

rd- 

O z=. 27r| rsinMt. 

J o 

» 

De toepassing der formule {y) op den bol geeft , uithoofde der 
standvastige waarde van r, 

O = i^fjsinMM^ (d) 

Voor het oppervlak eener schijf, doorloopen door een' oirkelboog 
welks uiteinden bepaald zijn door de hoeken <?<,» ^i » heeft men 



d^j sinM^; 



du» o 3r 2r^7:(co8,^Q — cos^ê^) -j=z 2rfe:r; 

h de hoogte der schijf aanwijzende. 

De form. (d) geldt tevens voor een willekeurig gedeelte van het 
oppervlak eens bols, mits de integratiën tusschen de behoorlijke 
grenzen genomen worden. Ten einde ook hiervan een voorbeeld te 
geven , zullen wij die formule van toepassing maken op het bepalen 
der oppervlakte van eenen regthoekigen spherischen driehoek ABC 
ifig. 29), waarvan wij de beide regthoekszijden AC, BCy in twee 
der regthoekige coördinaten- vlakken gelegen, kunnen aannemen. 
Zij BCzziüy AC zzz /9, BA z=z y. Trekkende door eenig willekeurig 
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punt B' de luodregte boog B'C', dan heeft merit dea itraai = 1 
«tellende» 

De hoeken f> en^ zijn thans niet van elkander onafhankelijk, ver- 
mits er in den regthoekigen driehoek AB'C' tosschen de zijden 
B'C'f AC' en den hoek A de navolgende betrekking bestaat» 

tg.B'C' = tin.ACtg.A , 

waaruit Yolgt 

cot,^ =z sin.[P — 9)tg.A. 

De oppervlakte van den spherischen vierhoek BCC' B\ zal voor- 
gesteld worden door 

waarin nog cos.^ in functie van ^ behoort uitgedrukt te worden. 
Nu volgt uit de voorgaande betrekking tusschen t9 en ^, 

«n.O?-— 9>) tg,A sin,(p^ ^) 

^'•^ = l/(lVwn.*(/9 — ^)fflwM) "" ^[eosec.'^A— cos.HP—^Y 

Derhalve 

[9 C9 sin. {P — ^)d^ 

Stellende sin.Aeo8.{p — f) :=z eoi,^^ dan herleidt zich de inte- 
graal tot 

— I d(f' .=z — B^coi. sin.A cp*.(j5— ^)+ B.cos. tin.A coit,^, 
J o 

Hierin s? = /9 stellende, en daarbij acht gevende op de betrekking 

cos,B = cos.^sin.Af 
vindt men voor het oppervlak van den spherischen driehoek ABC, 

—{'^ — A) + B = ^-M?— |, 

even als in de lagere meetkunst geleerd wordt. 
§ 122. Ten slotte volgt hier nog eene toepassing der formule 

ff f ds* (fa'x 

op de bepaling van het oppervlak eens regten kegels met ellip- 
tisch grondvlak SACBD (fig. 30). 
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Plaatsende den oorsprong in het middelpant der ellips » en ne* 
mende de as des kegels tot die der % » kunnen wij de vergelijking 
van dat opper ^ak voorsteilen door 

% 

zijnde hierin h de hoogte, en mh, nh de halve assen van het ellip- 
tische grondvlak. 

Zij nog -=:«', en — =y' gesteld, dan gaat de voorgaande 
m fi 

vergelijking over in 

(ft — «)> = a?'« + y'« (1) 

ar . , ,,d« d?' d« -' 






dy n dy nV(*'* -|-y'*) 



Derhalve 






ï7T+yi |dx% . . .(2) 

Deze uitdrukking is vathaar om tot eene andere herleid te wor- 
den, welke het voordeel oplevert, dat de achtervolgende integra- 
tiën van elkander onafhankelijk worden« Te dien einde vervange men 
de regthoekige coördinaten x\y\ door (h-^^z)co8.^en{h'^i)9%n,^, 
hetgeen op grond van de vergelijking (1) geoorloofd is. Men heeft 

alsdan 

dx' = — eos.^di — [h — z)sin,ipd^^ 

dy' = — $in,fpd% + (h — z)cos,^d(p. 

Uit de algemeene form. (a) van §106 laat zich gemakkelijk op- 
maken, dat dx'dy' hier vervangen moet worden door 

{h — z)dzd^, 

hetgeen de waarde van O volgens form. (2) doet overgaan in 

O = f /V(w«(n^ -f- l)m. V + «*(»»* 4- l)co9,^i>){h — z)dzd^. 

Integrerende nu ten opzigte van z tusschen de grenzen O en ft, 
komt er voor het geheele oppervlak van den kegel 
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O =-AM l/|m*(n*-f-lj«ii.V-f-n*(»»'-+- ')cö«.V|<^. 

Indien wij de halve assen AO, COz=. A, B, en de hoeken ASO, 
CSO = a,fi stellen, 

dan is J = htg.a^ dus m = tg.a^ 

en jB = htg,fi, dus n = (^./9, 

waardoor de waarde van O ook aldus kan uitgedrukt worden , 

1 r2;r 

Merken wij thans op, dat Tolgens het gevondene in $83, (5° 
voorbeeld), de geheele omtrek eener ellips, welker halve assen z\jn 
a en 6, voorgesteld kan worden door 

r27t 

I V(a^Hn.*^ -+■ h*eo8, *f )d^ , 

Jo 

dan komen wij onmiddellijk tot het besluit, dat het geheele opper- 
vlak des elliptischen kegels gelijk is aan den inhoud eens driehoeks» 
dezelfde hoogte hebbende als de kegel*, en tot basis den omtrek 
eener ellips, welker halve assen zijn Asee.fiy Bseca, en waarvan 
de constructie hier geene verdere aanwijzing behoeft. 
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Cubatuur of inhouds-bepaling van ligchaynen, 

% 123. Het bepalen van den inhoud eens ligchaams; dat door 
platte. of doorgebogen vlakken begrensd is, anders genaamd de cu- 
haluur van eenig ligehaara, behoort voorzeker tot eene der gewigtigste 
toepassingen der integraal -rekening op het werkdadige. Wij zullen 
in de behandeling van dat onderwerp dezelfde volgorde io acht 
nemen als bij de complanatie ofqaadratuar der gebogen oppervlak- 
ken ^ en diensvolgens met de omvi^entelings-ligchamen een' aanvang 
maken. 

li}A]HM' (fig, 21) eene kromme y = f(af), v^entelende om de as 
der s. Het hierait ontstaande ligchaarakan in differentialen verdeeld 
worden door vlakken looAregt op de gemelde as, en op ecnen af- 
stand PP' = ds van elkander verwijderd. Elke dezer differentia- 
len mag beschouwd worden als een afgeknotten kegel , voortgebragt 
door de omwenteling van het trapezium MPP'M\ en dus tot 
inhoud hebbende 

met achterlating der differentialen van hoogere orde. 

Noemende nu F den inhoud besloten tusschen het gebogen op- 
pervlak en twee loodregte doorsneden op de nfsianden Xq^ Si uit 
den oorsprong verwijderd , heeft men ter berekening van dien inhoud , 
de formule 

F = ?rl yHüC (a) 

Stelt men a?, = jp, dan beteekent F den inhoud van eenig on- 
bepaald gedeelte des ligchaams, gerekend van de loodregte door- 
snede, gelegen op den afstand Xq uit den oorsprong. 

£ven als in § 102 kan men ook hier de reeks van Tatlob tot 
het verkrijgen der voorgaande uitkomst gebruiken. Laat namelijk AF 
de eindige aangroeijing voorstellen, welke de onbepaalde inhoud F 
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ondergaat, indien de abseis s met h toeneemt, dan heeft men, V 
als eene fanctie van m beschon wende , 

„ dF, id«r^. 

Daar na, voor toenemende waarden vany, AF kleiner is dan de 
cilinder tot hoogte hebbende A, en tot straal y' = /(j; + ^), doch 
grooter dan de cilinder van gelijke hoogte, doch tot straal heb- 
bende y, kan men aannemen, indien/ namelijk de kromme lijn onaf- 
gebroken is tusschen x en ^ + ^ * dat er ergens eene ordinaat F, be- 
hoorende tot de abseis x-^-a <^ jr + & a^n te wijzen sij, zoodat de 
cilinder, tot grondvlak hebbende den cirkel van den straal F of 
/(dp-f-a), en mede tot hoogte Aen afstand J^, denzelfden inbond 
verkrijge als de aangroeijing A F. Hieruit volgt alzoo de vergelijking 

— *+-. — "MH-enz. == «fc (i/+-2 a4-enz.)* 
of, na door h gedeeld te hebben. 



— - + - -— J^ + enz. = «(y + --iaH- .,.)». 



« 



Deze vergelijking voor alle waarden van h geldende, geeft voor 
li = O, waardoor tevens a =: O wordt, 

— = wy», 
ds 

of F = ^fy^ds. 

Voor eene tweede omwentelende kromme y' =: /{s), zoodanig 
dat overal y' :y = a: 6, heeft men 

F' = .fy'*d. = ^ /y.d. = e! F. 

De beide inhouden F en V' staan alzoo tot elkander in de vier« 
kante reden der overeenkomstige ordinaten , of als de inhouden 
van twee doorsneden tot dezelfde abseis behoorende. 
S 124. Zie hier enkele voorbeelden ter toepassing: 

P. De beschrijvende lijn zij een cirkel 

F = 7rj\^^s^)ds = ,r|r»(S| — Jo) — s W—^o')\, 
voor den inhoud van eene bolvormige schijf, waarvan de hoogte 
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is dTi—- Xq. Deze waarde van V laat zich ook aldus schrijven, 
hierbij Xi — *o = ^ stellende , 

Zijn nu jR|,l{|de stralen van grond- en bovenvlak, dan heeft men 

waardoor de voorgaande uitdrukking overgaat in de uit de meet- 
kunst bekende formule 



F=^;i( 2 — ) + 6^^- 



2 

Stellende j;] = r , dan komt er voor den inhoud van een bol- 
vormig segment, waarvan de hoogte = ft is 

F = ^J2r»-r*o- V( = ^(r-x,)(2r-Hro) = '^'(3r-*). 

Integrerende tusschen de grenzen a? = — r en jF=:r, vindt 
men voor den inhoud van «den geheelen bol 

F = -;;-r'. 
3 

Ingevolge de eigenschap ten slotte der voorgaande § aangevoerd, 
kunnen wij thans uit de hiervoren gevondene waarde voor den 
inhoud eener spherische schijf onmiddellijk iifleiden die eener schijf 
uit eene omwentelings-ellipsoïde afgesneden, door de eerste te 

vermenigvuldigen met de verhouding — , indien namelijk r en r^ 

de halve assen voorstellen, en de omwenteling om de eerste dezer 
assen plaats vindt. 

Stellende wederom de stralen van het grondvlak en bovenvlak 
= l?o en /{j, dan vindt men voor ^^\\ inhoud der ellipsoïdische 
schijf 

/ 2 t 6 r> 
2^. Zij de beschrijvende lijn de parabolische kromroe 



•n 



2i» - 2« 
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Voor de gewone parabool m = 2, n = 1 zijnde, zal de inhoud 
dezer paraboloYde uitgedrukt worden door ^rTry'^, en dus gelijk 
lijn aan de helft van dien des omgeschreven cilinders. 

3^. De cycloïde CMB [fig. 14) wentelende om de raiddcllijn CD. 

Stellen wij 

g =: r(l — €08, f) ^ y =z r(^ + m.9)), 

dan is 

r9 



•'o 

f9 

= « f' I (9!>* + 2^ tin,^ + tiUm} ^) iin.ipdq) , 
•'o 

Voor de partiële integralen , vindt men met behulp der formules 
van § 36 en 39 , 

ï(p^$in,^dfp = 2co*.9P + 2f siii.9> — 9>*co*.9>, 



Tusschen de grenzen O en « , geven die integralen de navolgende 
uitkomsten , 

'TT 
o 



ƒ; 
ƒ, 



o ^ 



i-T 4 



Derhalve V = r'« f- rr» ). 

Om den inhoud te bepalen , indien de omwenteling der cycloïde 
om de basis AB plaats heeft , zal n\en , den oorsprong der coördi- 
naten in B plaatsende, de kromme kunnen voorstellen door de 
vergelijkingen 

s = r(^ — m.^) , y zz: r(I — co$,fp)\ 

waarin 9> den hoek DOR aanduidt. Men verkrijgt alsdan voor den 
inhoud voortgebragt door een willekeurig segment MqB ^ 
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= ffly^do? = r^^j (l — cos.^)* 



d^ 



J o 

15 . /Il 3 ,1 t \^ 

Hieruit volgt dus, door ^ i=z ^ ie stellen, voor den inhoud van 
het ligchaam , door den geheelen tak der cycloïde voortgebragt , 

4<>. De beschrijvende lijn zij de kettinglijn 



Men zal vinden voor den inhoud , gerekend van a? = O , 

, 2* 2* 



= - o X oppervlak (% 108). 



5®. De beschrijvende lijn zij de hypocycloïde 

Men zal vinden voor den inhoud van het geheele omwentelings- 
ligchanm , 

105 

Men neme nog tot voorbeelden de logarithmische kromme, en de 
gelijkzijdige hyperbool wentelende om eene van hare assymptoten. 

S 125. Laat men twee krommen y izi: f{s) , T = F(s) , die 
beiden aan dezelfde zijde van de as der jr gelegen zijn, om deze 
laatste wentelen , dan zal het voortgebragte ligchaam , tusschen de 
beide omwentelings-oppervlakken en de vlakken ar = ar^, a? = afj 
begrensd, tot inhoud hebben 



F = frl (P — y»)(lar, 
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welke zich ook, onder den Torm eener dabbele integranl, aldas laat 
uitdrukken 

V = ^^jj ydyds (1) 

*o y 

Is de omwentelings-as beneden die der s gelegen, en op den 
afstand a van deze verwijderd , dan verkrijgt raen voor den inhoud 
van het oniwentelings-ligchaam door de beide krommen voortge- 
bragt , en op dezelfde wijze als voren begrensd , 



V — ^1 ((F-f-ö)* — (j/-f-a?)ds 



Deze inhoud is alzoo gelijk aan dien, welke door de omwenteling 
om de as der a voortgebragt wordt, vermeerderd raet het product 
van den inhoud der omwen telende vlakte, met den omtrek eens 
cirkels tot straal hebbende den afstand der beide assen. 

Wordt de kromme y =: f{x) door de as der s in twee gelijke en 
syraetrieke deelen verdeeld, en niet gesneden door de omwentc- 
lings-as, dan geeft de voorgaande uitkomst voor den inhoud van 
het door deze kromme voortgebragte ligchaam , 

((a + y)* — (a — y)*)dte = Aanl ydx. 

Daar nu de inhoud 1 der omwentelende vlakte blijkbaar uitge- 
drukt wordt door 

2 1 ydXy 

volgt hieruit 

zoodat de inhoud van het hier bedoelde ligchaam gelijk is aan de 
oppervlakte der omwentelende figuur, vermenigvuldigd met den- 
omtrek des cirkels, door eenig punt van de as der s beschreven. 
Doorloopt de figuur slechts een' hoek van 9 graden, dan wordt 
de inhoud van het gedeeltelijke omwentelings-ligchaam uitgedrukt 

door arrX/X 



180 

Deze eigenschap stelt ons iu staat den inhoud van ringvormige 
ligcharaen te bepalen. Indien bijv. eene ellips, welker halve assen 



VIJFTIENDE LES. 271 

zijn a en 6, om eene as wentelt evenwijdig loopende aan de grooie 
as op eenen afstand c, dan heeft men terstond voor den inhoud 
Tan het geheele omwentelings^ligchaam abTcX^crt = 2ahc7:^. Hier 
geldt dezelfde opmerking als ten slotte van S ^^^ voorkomt. 

S 126. Is eene kromme door hare pool vergelijking gegeven, en 
verlangt men eene diflFerentia.al-uitdrukking te hekomen van het 
ligchaam voortgehragt door de omwenteling van een' polairen sector 
PMA (fig. 19), om den oorsprong der hoeken PA, dan kunnen v/ij 
daartoe aldas geraken. 

Het is klaar dat de hegeerde differentiaal hier zal voorgesteld 
worden door den inhoud van het ligchaam , ontstaande uit de om- 
wenteling van den oneindig kleinen sector PMM'f welken men 
door den cirkel-sector PMm mag vervangen (§ 102). Volgens het 
geleerde in de meetkunst, zal deze inhoud gelijk zijn aan de 
oppervlakte der door het boogje Mm doorgeloopen schijf, verme- 
nigvuldigd met een derde des straals. Nu wordt deze oppervlakte 
uitgedrukt door 2 xtt X « sin.^d^. 

Derhalve dV =: --ni^sin.^d^f 

ó 

en F= — I jB>5tn.^d^ (I) 

Dezelfde uitkomst had men ook, even als in % 102, met hehulp 
der reeks van Tatlor kunnen verkrijgen , hetgeen wij den lezer ter 
bewerking overlaten* 

Indien de voerstralen van den omwentelenden sector, de hoeken 
9^^9\ ™<^t de lijn PA maken, zal men den inhoud uitdrukken door 
de bepaalde integraal 



_ lit fn 

3 J90 



Men kan daarenboven , uitgaande van het reeds gevondene voor 
de differentiaal van het omwentelende segment AMQ, de waarde 
van dV aldus in functie der regtstandige coördinaten uitdrukken. 
Het te bepalen ligchaam is het verschil tusschen den kegel , voort- 
gehragt door den regthoekigen driehoek PMQ en het ligchaam , 
ontstaande uit de omwenteling van het gemelde segment. Derhalve 



V = ^ary* — jrj^y'djT, 
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en dV z= ^(^sydy^yHx) -^ny^dx 



= y y {n^^y — y^) —-^^^ y-^- (-) • 

Hierin x, y, ^ door xcoê.^j zsin.^ en tg.^ vervangende, zal men 

X 

wederom de formnle (1) zien te voorschijn komen. 
S 127. Met toepassing op den bol geeft deze laatste terstond 

2 

V = T«H{1 — co».sp), 

zijnde de bekende inbond eens spheriscben sectors. 
Voor de gewone epycloïde 

z = 2r(l — coê.^) 
vindt men 

r= 'o'^^^l (^ — co#.9p)'nw.^df> r= -^ (1 — coi .^)*?r. < 

Derbalve, tutschen de grenzen O en «, 

64 

3 
Voor de ellips 



de pool in een der brandpunten geplaatst zijnde, vindt men 

Ih^i 1 1 



3 e f(o4-«co5.f>)* (a-+-e)* 

3 (a4- e)* (a 4- c eo5.9>)* 
welke, voor f> = w, geeft 

3 
Neemt men daarentegen het middelpunt tot pool , dan heeft men 



«* = 



a* iin,^^ -f- 6*C(W. V * 



3 /^v'Ca* — (!»m.» ' 



— zi: - irao* i i — 
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Voor 9 mr , vindt men wederom 

3 
S 128. Beschoawen wij thans ]igohamen door willekeurige opper- 
Tlakken begrensd. Mën kan elk ligchaam in zijne differentialen 
verdeelen door snijdende vlakken, loodregt op de as der x en op 
oneindig kleine afstanden dx van elkander verwijderd. Is nu F[x) 
de inhoud eener zoodanige doorsnede op den afstand x nit den 
oorsprong geplaatst, dan zal het prisma tot grondvlak hebbende 
F(4?) en tot hoogte do?, voor de differentiaal der eerste orde van h«t 
ligchaam mogen genomen, en dus dV z=z F{x)dx gesteld worden. 
De ruimte tusschcn twee evenwijdige vlakken a z=z Xq, x =z x^ 
besloten, zal derhalve voor alle ligchamen, zonder onderscheid, 
aangewezen worden door de formule 



= f * F{x)dx (!) 



welker toepassing in de eerste plaats onderstelt, dat men in staat zij 
den inhoud 'ƒ eener willekeurige doorsnede in functie van haren 
afstand x tot den oorsprong nit te drukken. De moeijel ijkheid in de 
uitvoering der integratie gelegen, zal dan eeniglijk van den aard 
der bedoelde functie afhankelijk zijn. 
Nemen wij tot voorbeeld de ellipsoïde • 

^* 1 y* . «* — f 

o* O* c' 
Elke doorsnede op den afstand x uit den oorsprong levert eene ellips 
op, welker halve assen zijn 

b c 

-l/(a* — x^) en -l/(a* — s'), 

a a 

waaruit voor den inhoud dezer doorsnede volgt 

Fix) =^(a« — ar*). 
Derhalve 

V = ^SU''[a^-x^)dx=^(a^-lx^)x. 

Integrerende tusschen de grenzen xzzz — a en xz=za, komt er 
voor den inhoud dor geheele ellipsoïde 

II. 18 
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Yerliingt men den inhoud te kennen vnn het gedeelte AOCB 
(fig. 31) eener ellipsoïde , begrepen tusschen de vlakken AOB, OBC 
en AOCy waarvan de beide eersten door twee van hare assen gaan » 
en het derde een' hoek ^ roet het eerste vormt, dan heeft men 
^0 en OB tot assen der j; en y nemende, voor den inbond eener 
willekeurige doorsnede MPQ evenwijdig aan het grondvlak op den 
afstand x genomen » ingevolge het gevondene in $ 104. 

Derhalve 

r == - — ^ e^. - tg.^ 1 (a* — s^)da; = - abc Big. - tg.^. 
2 a* tf J 3 c 

Ingeval van b = c, als wanneer het een omwentelings-ligchaara 
wordt, vindt men 

V = iab*X9' 

In sommige gevallen kan het verkieslijk zijn, de evenwijdig 
snijdende vlakken niet loodregt op de as der x te brengen, maar 
onder een bepaalden hoek d, op die lijn te doen hellen. De onein- 
dig kleine afstand tusschen die vlakken zal alsdan niet door dx , 
maar door dxsin.^ uitgedrukt worden, zoodat de formule voor de 
inhouds- berekening hierdoor overgaat in 



V = sin.^ r F{x)di 



waarvan wij straks insgelijks eene toepassing zullen maken. 

§ 129. Alle kegelvormige ligchamen hebben de eigenschap, dat 
hnnne doorsneden, evenwijdig aan het grondvlak , gelijkvormige 
figuren opleveren. Stellende de hoogte =zh en den inhoud van het 
grondvlak = (ir, dan heeft men, indien de top tot oorsprong en de 
as der x loodregt op het grondvlak gerigt is, 

of F{x) = e ^* , 

ft* 

dus V = [^E(x)ds = \Gh. 

De inhoud van een' kegel met willekeurig grondvlak is alzoo 
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gelijk aan den inhoud van dat vlak , ver/nenigvnldigd met éen derde 
der hoogte. 

Snijdt men den kegel volgens een vlak , evenwijdig aan het 
grondvlak en op den afstand h' van den top, dan komt er voor 
den inhoud des afgeknotten kegels, 

F = r'/'(«)(ïiD = i ö(^!^*)= ^|(ft'«H-fcfc'+*«)(ft'-.ft). 

Zij B de inhoud van het bovenvlak en H de hoogte van dat 
ligchaam, zoo heeft raen 

G . B T=ih} i A'S 
of V» = I h\ 

Cr 

waardoor de voorgaande v^aarde voor den inhoud verandert in deze 

V = Ih[g+b+vbg], 

o 

welke voor alle afgeknotte kegels geldt. 

Het zoo even gevondene stelt ons in staat vrij spoedig den inhoud 
te bepalen van het ligchaam^ dat van een gewonen regten kegel 
door twee parabolische doorsneden wordt afgesneden {fig. 24)^ en 
waarvan het oppervlak reeds in § 113 gevonden is. 

Brengen wij namelijk door den top 5 en den doorgang CD een 
Tlak, waardoor het te bepalen ligchaam in twee andere verdeeld 
wordt ^ welke blijkbaar als kegels te beschouwen zijn, het punt S 
tot gemeenschappelijk toppunt, en de parabolen CDE^ CDF tot 
grondvlakken hebbende. Stellende CD z=: a» GE rr b^ FG = c^ 
voorts de loodlijnen uit S op de vlakken CDE, CDF nedergelaten > 
;= ^9 ^^ dan hebben de beide kegels, waarin het ligchaam verdeeld 
is, respectievelijk tot inhoud 

3 3 3 3' 

2 
dus F = ^aibh + eh*). 

Nu is de inhoud J van het parallelogram GESF =z bh z:=. eh\ 
Derhalve 

9 



"^ 
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Be inhoad van het afgesneden gedeelte des kegels is alzoo gelijk 

aan - yan het parallelopipedum , tot grondvlak hehhende het pa- 

rallelogram GESF t en tot hoogte de lijn CD of de gemeene door- 
snede der paraholen. Vit het voorgaande blijkt te gelijkertijd, dat 
het bedoelde lïgchaam door het vlak CSD in twee deelen van gelijken 
inhoud verdeeld wordt. 

De zoo even verkregene aitkomst kan tevens dienstbaar gemaakt 
worden ter bepaling van den inhoud van het gedeelte ACDF des 
kegels, dat door eene parabolische doorsnede begrensd wordt, en 
culks zonder daartoe eenige integratie te verrigten. Dat afgesneden 
gedeelte is namelijk gelijk aan een' kegel , tot grondvlak hebbende 
het cirkel-segment ACD en tot top* het punt S, Terminderd met 
den kegel CDSF , zijnde de helft van het hier voren bepaalde lig- 
chaara. Zij de straal van het grondvlak =r, de hoogte des kegels 
z=z hy en de afstand OG = x, dan hebben wij eerstelijk voor 
den inhoud van het cirkel -segment ACD, de bekende uitdrukking 

r^(n — Bcos. -)-{- wV{r^ — j?'), 
en dus voor den inhoud van den kegel SACD 

l h I r^{n—Bco8. ^1 4-sl/(r«— i?») |. 

Om nu den inhoud -al van het andere stuk insgelijks in func- 
tie van r, h en x nii te drukken, heeft men eerstelijk 

a = 2ï/(r»— jT*). 
Wijders, zoo men nog den halven tophoek a noemt, 
r — d? rr 2bsin,a, r-|-^ = 2cm.a, 

I = be$%n.2a = ( — ^ — J cot.a = ( — ~ j -• 
Derhalve 

I o/ = § V(r'-x»)», 

Koodat er roor den gevraagden inhoud komt 

F=r i fc jr»(jr— Bco«. ^) + a!l/(r«— ar»)j — g - V{r*—s*)* 

— i hrifn—Bcos. ') -f- J - (2r -t- te) (2* - r) |/(r» — s») . 
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Stellende s ==: r, dan komt er , zoo als behoort , Toor den inhdud 
des geheelen kegels j Ar'. 

Brengt men de parabolische doorsnede door het middelpunt O, 
dan wordt d; := O, en men vindt in dat geval, 

Het overschietende gedeelte des kegels verkrijgt derhalve tot 
waarde 

ZOO dat de beide deelen tot elkander staan in rede van Stt — 4 : 
Stt 4* 4 , dat is nagenoeg als 1 : 2,475. 

Het thans opgeloste problema levert tevens een geschikt voor- 
beeld op ter toepassing der formule 

V = êin.d f F[x)éx, 
Jo 

Door namelijk het kegel vlak te snijden volgens parabolische vlak- 
ken f heeft men voor den inhoud eener willekeurige doorsnede , 
gaande door het punt G op den afstand x uit den oorsprong O 
gelegen , 

F(x) = I CDXFG =± ? (!:±fi^(r« — X*). 
Hier is «ï = 90® — a. Diensvolgens 

2 r* 

F = ^ eot.a I (r + a?) V[r^ — x^) dx 

= 1 hXsegm.ACD—l^ l/(r> — *«)», 

hetgeen met de vorige uitkomst geheel overeenstemt. 
% 130. De formule 

V=l F{x)dx, 
Jo 

welke, zoo als wij reeds gezien hebben, den inhoud voorstelt van 

een willekeurig ligchaam besloten tusschen twee loodregt op de 

as der x staande vlakken , waarvan een door den oorsprong gaat ^ 
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laat ach met behulp der reeks Tan MACiAinuH, onder eeo hi|taiideres 
Torm ontwikkeleo, waardoor wij eene uitgestrekte klasse van lig* 
chamen, door platte en gebogen oppervlakken begrensd, znllen 
leeren kennen » welker inhoad , xonder toepassing der integraal, 
rekening, naar eene en dezelfde eenroadige formale kan worden 
berekend. 

In de onderstelling namel^k dat F{x) eene onafgebrokene fonctie 
tnsschen O en s zij, hebben w^, Tolgens de aangehaalde reeks, 

Flx) = F(0) + «F.(0) + ^ FJfü + ^ Pjp) 4.^P,(0)-H>ni.(«> 

waaruit door partiële integratiën afgeleid wordt, 

r ftrVf* = »jy(0) + |F,(0)+^f,(0)+^^F,(0)-f. 

W^ders volgt ait de reeks (a) 
F(f ) = F(0) + fF.(0) +1 . ^F.(0, +±.'^ F,(0) + 

1 ar* 

. Tii 1^4(0) enz. 



m 



2.3.4 16 
dus 

eu 
F(0) 4- 4F(|) + F(^) = 6 1 F(0) + 1 F.(0) + 11 F,(0) + ~ F,(0)( 

+ gö-FjO)+ent. 

Hierdoor bekomt men , niet behulp der reeks {fi) , 

,F(0)4-4F/|)+F(*h ^, 
F =£ F(.)d. = . j U j __ F,(0) + enz. 

Is nu F{x) eene geheele rationale fanctie van x, welke tot eene 
dezer drie vormen 
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behoort, dan tallen al hare afgeleide fnnctiën, te rekenen van 
F^Ca?), voor elke waarde van x verdwijnen, waardoor de voorgaande 
integraal -uitdrukking dezen meer eenvoudigen vorm aanneemt 

of, voor een gegeven afstand h der beide grensvlakken , 

Beschouwen wij dïe beide grensvlakken als de grond- en boven - 
vlakken van het ligchaam , en laten hunne inhouden door de letters 
G en B aangewezen worden. Stellt?n wij daarenboven den inhoud 
der evenwijdige doorsnede ter halver hoogte gebragt, of van het 
middenvlak = My dan is 

G = F(0), M = F(^) en B = F[h). 

Oe zoo even gevondene waarde van V laat zich derhalve aldus 
voorstellen 

F= lh(G+ AM+B) (r) 

waaruit wij deze voor de stereometrie belangrijke eigenschap ont- 
leenen : 

Indien eenig ligchaam tuitchen twee evenwijdige vlakken besloten is^ 
en de inhoud eener willekeurige evenwijdige doorsnede^ genomen op den 
afstand x van een dezer vlakken {of van eenig bepaald punt buiten 
dezelve gelegen) , uitgedrukt wordt door eene geheele rationale functie van 
X, tot geene hoogere magt dan de derde opklimmende^ zal de inhoud 
van zoodanig ligchaam gevonden worden^ door de som der inhouden van 
het grondvlak y bovenvlak^ en het viervoud van het middenvlak y te ver- 
menigvuldigen met een zesde deel der hoogte. 

Wij behoeven naauwelijks hierbij op te merken , dat dezelfde regel 
insgelijks geldt voor alle ligchamen , ontstaande uit de omwenteling 
van kromme lijnen, welker vergelijkingen begrepen zijn in een 
dezer drie vormen, 

y = V{a + bx), y = i/(a + 6x -h es') , en 

y z=z V[a + bx + cx^ -f- dx^), 

% 131. De navolgende voorbeelden zullen voldoende zijn , ons 
van het nuttig gebruik der formule {y) te overtuigen. 
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Beschouwen wij eerstelijk een gewonen afgeknotten kegel , welk» 
stralen van grond- en bovenvlak door r en r' aangewezen wordeo , 
h de hoogte voorstellende. De vergelijking der omwentelende lijn is hier 

en behoort dus tot den tweeden der voorgaande vormen, waaruit 
terstond de mogelijkheid van toepassing der bedoelde formule is op 
te maken. 

Nu is G = r'^r, ^ = r'*w, M z= (Üllü' ^ir. 

Derhalve F = g ^ | r« + r' * + (r-f- r')>| 

= g^C^'^ + r'^ + rr'), 

even als in de meetkunst betoogd wordt. 

Bepalen wij in de tweede plaats den inhoud eener ellipsoïdische 
schijf welker grensvlakkeu op de afstanden a en a + ^ uit het 
middelpunt verwijderd zijn, en loodregt op de as der x staan. 

Uit de vergelijking der ellipsoïde 

^ + y\ + 'l = i, 

a» ^ 6» c* 

volgt voor den inhoud eener willekeurige evenwijdige doorsnede 
op den afstand x 

zijnde eene rationale functie van den tweeden graad. Hier is 
G z=-- (a» — a»)«, B = -^ (o> — (a+ft)»);r, 



Derhalve 



r =ih\z[B+6) + ^^ fc»«j, 



of r = ^{B+G)-hl^^^h*n. 
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Gaat de ellipsoïde in een* bol over, dan vinden wij hiernit voor 
den inhoud eener bolvormige schijf, de bekende formule 

h ,^ ^, 1 , 

Voor de geheele ellipsoïde wordt elk der grensvlakken gelijk nul , 
zoodat de formule {jr) der voorgaande $ zich als dan herleidt tot 

V = ^^hx^M — ^Mh [d) 

en omdat hier M = &cr, en A = 2a is, komt er terstond 

Inh. ellipsoïde = — abcTz. 

Op gelijke w^ze zal men vinden, dat de schijf, welke van de 
hyperboloïde 

y_* . f[l ^2 — 1 



wordt afgesneden , door twee vlakken loodregt op de as der a , en 
op den afstand h van elkander verwijderd , tot inhoud heeft 

B en G hierin dezelfde beteekenis als voren hebbende. 

Wil men den inhoud berekenen van het gedeelte der schijf, 
begrepen tusschen het oppervlak der hyperboloïde , en dat van het 
assymptotische kegelvlak 

^j-f! — — 

zoo roerke men op dat eene elliptische doorsnede van de hyper- 
boloïde op den afstand x uit het middelpunt , tot inhoud heeft 

bc , . 

en die van den kegel op denzelfden afstand, 

ben 



a» 



»* 



Het verschil tusschen beide doorsneden = bcn^ en dus standvastig 
zijnde, zoo volgt hieruit terstond dat de inhoud van het bedoelde 
gedeelte der schijf = bchi: is, en diensvolgens overeenkomt met 
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dien van een cilinder, tot grondvlak hebbende de keel-ellips en 
tot hoogte den afstand h der beide grensvlakken. 

Vrij spoedig kan men door de formnle (jr) (S 130) den inhoud vin- 
den van het ligchaam in fig. 32 voorgesteld, hetwelk begrensd is 
door twee gelijke elliptische quadranten ABD, CBD loodregt staande 
op het grondvlak ABC, en door een cilindriscb oppervlak^ voort- 
gebragt door eene regte lijn , bewegende langs de rigtlijnen A D, CD, 
evenwijdig aan het grondvlak. 

Stellende AB =z BC = a, BD =z h, BB' = x, en snijdende 
het ligchaam door een vlak A'B'C' loodregt op BDy dan is 

AB' = BC' = -v'(M — *»), 

h 

dus Eiw) = —^ X G. 

1 3 

Voor d? r=:«fc, heeft men M z=:>^Gp en omdat ^ z= O is, 

vindt men terstond 

z 
loodat de inhoud van het ligchaam gelijk is aan - van het omge- 

schreven prisma. 

Hieruit zal men thans gemakkelijk kunnen afleiden, dat indien 
twee halve regte cirkelvormige cilinders van gelijken straal r, 
en welker assen in hetzelfde vlak liggen , zich zoodanig snijden dat 
die assen op elkander regthoekig staan, de ligchamelijke ruimte, 

die zij roet elkander gemeen hebben , uitgedrukt wordt door -r'. 

De formule {$) is, in de hier aangenomen onderstelling, blijkbaar , 
ook toepasselijk op alle door gebogen oppervlakken geheel besloten 
ligchamen , bijaldien de as der ^ eene normaal in twee tegenoverlig- 
gende punten is, en M den inhoud beteekent eener doorsnede, lood- 
regt gebragt door het midden van den afstand h dezer twee punten. 
. $ 132. Beschouwen wij nog het navolgende ligchaam, in flg, 33 
voorgesteld, dat gedeeltelijk door platte vlakken en gedeeltelijk 
door scheeve oppervlakken begrensd is. De evenwijdige grond- en 
bovenvlakken zijn twee driehoeken ABC, DEF, het opstaande 
zijvlak ADFC is een trapezium, waaraan de overstaande ribbe BE 
evenwijdig loopt. De twee overige zy vlakken ABED, BCFE zijn 
scheeve oppervlakken , ontstaande uit de beweging eener regte lijn 
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langs twee der opstaande ribben, evenwijdig aan het grondvlak. 
Snijden wij dat ligchaam door eenig vlak A*B'C\ evenwijdig aan 
en op den afstand m van het bovenvlak, dan is 

DA' ; DA =1 FC: FC = s : h. 
Stellende nog AC = a » DF =z h, dan volgt uit de fignur , 

AC' — 6 + f (a — 6). 

h 

Daar wijders de driehoeken DEF, A'B'C\ ABC gelijke hoogten 
hebben y heeft men de evenredigheid 

G : B X F{x) = a i h : h + t{a — b). 

h 

Hier Is dus F{s) eenegeheele rationale functie van den eersten graad. 
Voor « = - *, komt er 

waaruit volgt M z=z -(B-^G). Derhalve 

V =z \h\B + 2{B + G)-\-G\ = \h{B + G). 

De inhoud van het aangewezen ligchaam wordt al zoo gevonden , 
door de halve som van grond- en bovenvlak ken te vermenigvuldigen 
met de hoogte. 

Men zal even gemakkelijk bevinden , dat , nemende het trapezium 
ADFC tot grondvlak, en de afstand der ribbe BE tot hoogte, de 
inhoud F van hetzelfde ligchaam gelijk is aan het product van 
het grondvlak met de halve hoogte. 

§133. Zij ABCDBS (/i^f. 34) een conoïde voortgebragt door eene 
lijn, schuivende langs den omtrek eener gesloten krqmme ABCD 
en langs eene daaraan evenwijdige regte lijn RS, zoodanig dat de 
beschrijvende lijn steeds loodregt op deze laatste rigtlijn blijve. 
Laten JjR en CS de uiterste standen der beschrijvende lijn aanwijzen. 
Snijden wij het ligchaam door een vlak A'B'C'D' evenwijdig aai> 
het grondvlak , en stellen wij ons voor den inhoud der tusschen 
die beide vlakken begrensde afgeknotte conoïde te bepalen. 

Brengen wij nog door eene willekeurige beschrijvende.lijn TB een 
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Tlak TBD loodregt op RS , en snijdende het grond* en bovenvlak 
volgens de evenwijdige lijnen BD^ B'D' . Nu is het ligtelijk in te 
zien dat , voor elk snijdend vlak op die wijze gebragt , de overeen- 
komstige doorsneden BD, B'D' tot elkander eene standvastige ver- 
honding hebben, namelijk die van de afstanden der rigtlijn RS tot 
de beide grensvlakken van het ligcbaam, en dat diens volgens ook de 
inbonden dezer laats tgemelde vlakken in dezelfde reden tot elkander 
staan. De inhoud eener willekeurige doorsnede op den afstand se 
van het bovenvlak evenwijdig aan het grondvlak gebragt, zal dus 
uitgedrukt worden door eene functie van den vorm 

F(x) = a-^hw. 
Hieruit volgt terstond ilf z= - (0-f-&], en dus 

r=lh\B + 2{B^G) + G\ z;=:^(B + G). 

De inhoud der afgeknotte eonoïde is al zoo gelijk aan de halve 
som der grond- en boven vlakken , vermenigvuldigd met de hoogte. 

Dezelfde uitkomst kan ook, onafhankelijk van den hier toege- 
pasten regel » met behulp der algemeene formule 

F= VF(w)d9, 
J o 

aldus verkregen worden* De lijn RS tot as der as^ en het punt R 
tot oorsprong aannemende, heeft men voor den inhoud eener wille- 
keurige doorsnede op den afstand s , 

FM = Inh. Trapei. BDD'B'. 

Is nu BD = f(jf) en B'D' = f[x), dan wordt 

Derhalve 

Elke dezer twee integralen genomen van a? = O tot ;f = /tS, 
levert den geheelen inhoud op der doorsnede, waartoe zij betrek- 
king heeft, zoodat men wederom vindt 



i 
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Wiy bepalen ons tot de hier bijgebragte voorbeelden , en verwijten 
den lezer, die meerdere toepassingen der formule (z') {§ 130) verlangt 
te kennen, naar eenen meer uitvoerigen arbeid over dat onderwerp, 
te vinden in het II* deel 3* stuk der Nieuwe wis- en natuurkundige 
verhandelingen^ uitgegeven door het Wiskundig Genootschap Een 
onvermoeide ardeid komt alles te hoven. 

Voegen wij hierbij nog deze enkele opmerking, dat dezelfde for- 
mule te gelijker tijd hare toepassing vindt bij de quadratuur van 
kromlijnige figuren , besloten binnen een e kromme, welker vergelij- 
king y = F{x) eene geheele rationale functie is , tot geene hoogere 
magten van a; dan de derde opklimmende. 

§ 134. Tot dus verre hebben vnj de ligchamen in hunne difTe- 
rentialen verdeeld door onderling evenwijdige snijdende vlakken. 
Er bestaan echter vele ligchamen, voor welke het verkieslijk zal 
zijn, die snijdende vlakken allen door dezelfde regte lijn te doen 
gaan, zoodat zij oneindig kleine hoeken met elkander maken. 
Verbeelden wij ons bijv. een gewoon cirkelvormig cilindervlak , 
waarop eene gegevene kromme lijn APCD {fig, 35) beschreven is. 
Zij S een bepaald punt der as OQ , en laat eene regte lijn SD zich 
in dier voege langs de gezegde kromme bewegen , dat zij steeds 
door het punt S gerigt blijve. Er ontstaat hierdoor een ligchaam , 
besloten tusschen het gebogen vlak door de lijn SD voortgebragt , 
het cilinder-oppervlak, het platte vlak OD ^ en den cirkel-sector 
ABEO als grondvlak. Om den inhoud van zoodanig ligchaam te 
vinden, brenge men door de as OQ , twee vlakken snijdende het 
grondvlak volgens de stralen OM, Om , en het cilinder-vlak volgens 
twee beschrijvende lijnen PM^ pm. Stellende nu OSz::za, AOzizr, 
den hoek AOM = ^ , den hoek MOm = d^, PM z= « = F(9)f 
welke functie door den aard der kromme ACD als bekend 
wordt aangenomen, dan zal het afgeknotte prisma OMmpPS, 
hetwelk hier als eene differentiaal des ligchaaros te beschouwen is, 

blijkbaar tot waarde hebben -r^ d^ X -^ (o + 2x), met achterlating 
namelijk der differentialen van hoogere orde. Alzoo zal men den 
inhoud kunnen bepalen door de formule 



r= jr»/(a4-22)rf9^, 



welke integraal , na substitutie der waarde van r in functie van gf^ 
moet genomen worden tusschen de grenzen 9^ = O, ^ =: a. 



i 
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^ bijv. de kromme ACD eene ach roeflijn tot vergelijking heb-> 
bende i = mr^ , dan geeft de voorgaande formule onmiddellijk 

F = j r* I (a + 2mff)d9 = g r^aja + mroj = j r>a ^ — - — y 

waarin de lijn DE = mra = h gesteld is. De inhoad is alsoo 
gelijk aan het grondvlak vermenigvuldigd met een derde van de 
som der hoogten SO en DE* Ligt het pant 5 iu O, dan verandert 
de uitkomst in 

De inhoad komt in dat geval overeen met dien van een kegel » 
hetzelfde grondvlak ABEO hebbende, en waarvan de top in het 
punt D gelegen is. 

Men kan het gebogen oppervlak, hetwelk tot een der grensvlak- 
ken behoort, vervangen door eenander, ontstaande uit de beweging 
eener regte lijn langs de kromme ACD^ in dier voege dat zij steeds 
evenwijdig aan het grondvlak blijve. In dat geval verkrijgt OS de 
veranderlijke waarde i, en men zal voor den inhoud der differen- 
tiaal mogen schrijven 

jr«d?) X «, 

dus V = ^r^ jzd^. 

Dezelfde kromme als voren aannemende, komt er 

t f" l 

De inhoud van het ligehaara is alsdan gelijk aan het grondvlak, 
vermenigvuldigd met den halven afstand DE^ of aan de helft van 
het omgeschreven prisma. 
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Inhoudsbepaling door middel van dubbele en 

drievoudige integralen, 

(Vervolg der voorgaande Us.) 

S 135. In vele gevallen raaakt men bg de inhoads-berekening^ 
der ligebamen gebraik van dubbele integralen. Het ligchaam wordt 
alsdan door snijdende vlakken, op oneindig kleinen afstand van 
elkander, en evenwijdig aan twee der coördinaten- vlakken gebragt , 
in differentialen van de tweede orde verdeeld» 

Het afgeknotte prisma abcda'b'e'd' (flg, 22) stelt zoodanige diffe- 
rentiaal voor. De inbond daarvan wordt, inet achterlating der 
differentialen van hoogere orde, blijkbaar aifgedrnkt door zdsdy; 
waaruit volgt 

. dxdy z=z idxdy , 

dxdy 

of V :=: j fzdxdy = jdx fzdy = jdy ïzdx , 

waarin de veranderlijker, ingevolge de gegevene vergelijking van het 
oppervlak, in functie van x en y moet worden uitgedrukt. 

Door eerstelijk te integreren ten opzigte van y alleen, x stand- 
vastig blijvende, gaat men van de tweede differentiaal over tot de 
eerste, besloten tnsschen de vlakken pm^pm! , Is nu het ligchaam 
begrensd door de drie coördinaten -vlakken en een vierde vlak op den 
afstand Xi uit den oorsprong loodregt op de as der x staande, dan zal 
men voor de grenzen dezer eerste integraal behooren te nemen 
y = en y :=: y' ziz Pm , en voor die der tweede integraal xzzzO, 
xz=:Xi-j men heeft alzoo voor den gevraagden inhoud 

Jo y» 

I 

zijnde hier y', even als in §111, Ae waarde van y voor eene abscis ar 
in de kromme, volgens welke het oppervlak door het jjy-vlak 
gesneden wordt. 



r z= 
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Is echter het ligchaam besloten tasseben twee evenwijdige vlak- 
ken af=iSQfS = Xi en het jry-ylak , dan xal men de tweede integraal 
tusschen de grenzen door die beide waarden Tan x aangewezen, 
behooren te nemen. 

Onderstellen wij thans, dat het Ifgchaani door een cilindrisch- 
vlak begrensd zij, welks beschrijvende lijn evenwijdig aan de as 
der s loopt y en waarvan de rigtlijn eene gesloten kromme vormt, 
tot vergelijking hebbende 

f[x,y) = O, 

dan zal men den inhoud uitdrukken door 

ds I xdyy 
Xo J r 

zijnde hierin F, J' de beide waarden van y, die in de vergelijking 
f[Xny)^=^(i met eenige abscis x overeenkomen, terwijl x^ en jr^ 
de beide grenswaarden van x voorstellen. 

Dezelfde formule zal insgelijks kunnen dienen voor het meer 
algemeene geval , dat het ligchaam begrensd is door het ory-vlak , 
twee evenwijdige vlakken x^ixq, ü^=zxi, en twee cilindervlakken 
tot vergelijkingen hebbende Tz=zf(x)^ T':=zf{x). 

Zie hier eenige voorbeelden ter toepassing der voorgaande formules. 

l^. Den inhoud te bepalen van het gedeelte eener ellipaöidey begrepen 
tMschen twee vlakken hodregt op eene der assen^ 

De vergelijking van het oppervlak is 

a?* V* 2* 
a* b^ c* 

Neemt men de beide grensvlakken loodregt op de as der x^ op 
de afstanden x^^Xt uit het middelpunt, dan is 
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b 
Hier is F =- l/(a^—j?*). Diens volgens komt er Yoorde eerste integ^raal^ 

waaruit verder volgt , 

Wij kunnen aan deze uitkomst nog een' anderen vorm geven door 
de hoogte der ellipsoïdische schijf x^ — Xq =. h, en de inhouden der 
heide grensvlakken :=: G en B ie stellen ; alsdan is blijkhaar 

^ 6ac / * «, « ben ^ ^ 

(? = — (a*~V), eu i? = — o»— xi»). 



Wijders heeft men 

^1* + V H- «^0^1 = 



t_^^t^ 3(V4-a;o»)-(*, — ^o)* 



Dus V = ^^^\s(2a^^w,^-^o') + h^\ = lh{B+G^^^ 

welke uitdrukking geheel overeenstemt met die, welke in § 131 
langs eenen meer eenvoudigen weg, zonder integratie, verkregen is. 
Neemt men voor de grenzen van a?, a en — a, dan bekomt men 
voor den inhoud der geheele ellipsoïde 

r =z bcTül {l—^)dx = -^ abc. 
J -a O ' 3 

2®. Den inhoud te bepalen van het ligchaam, hetwelk van een* regten 
cirkelvormig en cilinder wordt afgesneden door het oppervlak eener hyper- 
bolische paraboloïde xy = cz ; het grondvlak des cilinders hierbij tot vlak 
der xy aangenomen zijnde. 

Zij de vergelijking van het cilinder vlak 

(^_a)*H-(y— 6)* = r», 
dan is 

F = 1 r* ds r sydy == L.r'ir* — Y')xdx. 

^Jxo Jr 2cJxo 

Uit de voorgaande vergelijking volgt voor de grenzen van y , 
F' = 6 + l/(r» — (J? — a)*), F = h -^ V {r^ — (o: — a)^). 

Derhalve F» — F* = UV{r* — (x — a) » ) , 

II. 19 
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2b r'i 



en 



V = 






De grenzen van x zijn hier 

itq zz: a — r en j?| = o -f- <"• 

Stellende nn o;^— a = r sin.^, dan verandert de voorgaande in te«> 
graal in 



TT 

zoodat men voor den gevraagden inhoad verkrijgt 



(fl -I- r «in.^p) co». ' ^d^ = « ^*'* » 



F = — r*r. 

c 

Vervangt men het cilindervlak door een stelsel van vier vlakken 
loodregt op de assen der ^ en ^, en tot vergelijkingen hebbende 

07 = a7o5 * = aPi. y = yo, y = yi, 
dan heeft men, uit hoofde de grenzen van y hier onafhankelijk van o; zijn, 

— --(ar,'— .aro)(yi--yo)(^i+^o)(yi+yo). . 

4c 

Het thans beschouwde ligchaara is een regthoekig parallelopipe- 
dam, dat door ecne hyperbolische paraboloide gesneden virordt. 
Noemen wij den inhoud van het grondvlak /, en de lengten der 
vier opstaande ribben tusschen dat vlak en het snijdende oppervlak 
begrepen fc|, fcj, ^s, ft*, dan is / = (a?i— a?o)(yi — yo)» en 

X _ ^oyo r _ ^lyo X _^oyi r _*iyi 

cc c c 

De waarde van F verandert hierdoor in deze meer eenvoudige 

ten blijke, dat de inhoud van het afgesneden parallelopipednm 
gelijk is aan het product van het grondvlak met een vierde van de 
•om der opstaande ribben. Het gebogen oppervlak wordt blijkbaar 
zoo door de vier grensvlakken a!s door elk daaraan evenwijdig 
vlak, volgens regte lijnen gesneden, welker projectien op de «rf en 
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yi •vlakken allen door den oorsprong gerigt lijn , gelijk nit de ver- 
gelijking van dat oppervlak onmiddellijk af te leiden is. 

3^, Den inhoud ie bepalen van het overblijvende gedeelte eens halven 
bols , waaruit een cilindrisch gat geboord is , tot grondvlak hebbende een 
cirkel , toelks middellijn aqn den straal des bols gelijk is ; de as des 
cilinders hierbij ondersteld zijnde op één^ afstand gelijk aan den halven 
straal uit het middelpunt van den bol verwijderd. 

Het hier bedoelde ligchaara is hetzelfde als dat waarvan in $ 115 
reeds het oppervlak gevonden is. Üit de vergelijking van den bol 

x* + y* -h«* = *** » 

volgt voor den inhoud van het ligchaara, besloten tasseben het 
cilindervlak en een gedeelte van het oppervlak des bols, 

F = 2 Idsl y{r^—a:*—y^]dy, 

Het cilindervlak y* =: rs — a?*, geeft voor de grenzen van y, 
r = Virx — s^), Y — —y{rx — s^). 
Hierdoor gaat de waarde der voorgaande integraal over in 

(r — ar) l/ra; H- (r» — s*) 5*itt.V//'— ^ ) . 

^r + x^ 

De grenzen van a zijn blijkbaar Ö en r, zoodat wij hebben 
F = 2 r (r — a;)Vrxda;+2 r (r^ — 3;^) Btgyfl dxj 

ƒ»• 2 2-4 

(r — o^Vrxdx = — r* — • - r* = — r». 
o 3 5 15 

Ter bepaling van de waarde der tweede integraal, stelle men 



X 



— = tg.^ip , dan wordt 



r 



r(r«_j?>) Btg.V-dx = f^ 2r\tg,^ ~tg^^)g>dtg.q> , 

2J{tg.<p — tg.^^)^dtg.f = (tg.^ip — j «y. «?>)?»—ƒ ry.V^ 4- ^ jl9'^9t^* 
Volgens de forra. (17) van $ 36 is 

jtg.^9d9 = 1^9-^9 — jtg^^^ftg^^d^. 
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Tussclien de aangewezen grenzen vindt men 

en dos, na substitatie, 

Daar na de inhoud Tan den halven bol -^ r* bedraagt , komt er 
voor dien van het overblijvende gedeelte des halven bols, 

8 
9 

i^, Den inhoMd te bepalen van het gedeelte van den elliptisehen kegel 



r». 



m* n 



begrepen lussehen he( ji-vlak en een daaraan evenwijdig vlak RPT op 
den afêtand OQ = Xq utt (2en oorsprong gelegen (fig. 30). 

Hen stelle, ter vereenvoudiging, 

m n 

dan wordt 

V =mn p<to' r (fc_|/(i;'» + y't))efy', 

waarin na de grenzen voor y zijn ±v/(^' — j?'*). De eerste inte- 
gratie geeft 

en das tasschen de aangewezen grenzen , 
waarait volgt 

Stellen wij hierin «' = Jim,^, dan heeft men te integreren 
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Na is jcos^^^d^ = ^ (99 -4« $in,^ eos,^) « 

= s'tn.*^ /.col. o^*'" 3 (j^— '*tii,fcof.f). 
Het Terschil deter beide integralen geeft 

3 i^ ^ 3 /i2 3 fc» l s' r 

X 

en hierin x' door — vervangende, vindt men voor den gevraagden 



inhoud 



3 wfc 3 • V m»/ Sm» V Xq / 

welke formule, voor x^ zzzmky herleid wordt tot 

en als nu den inhoud van den halven elliptischen kegel uitdrukt. 

Men zal met Aveinig moeite inzien, dat de voorgaande uitkomst 
insgelijks kan verkregen worden door de helft van het ligehaara te 
beschouwen als zamengesteld uit twee kegels, die het punt 5 tot 
gemeenschappelijk toppunt en tot grondvlakken hebben, de eerste 
het elliptische segment OQRC , en de tweede het hyperbolische 
segment PQR. Wij laten de bewerking daarvan aan het onderzoek 
van den lezer over. 

In het bijzonder .geval van een' gewonen cirkel vormigen kegel , 
wordt m =z n en mh z=z r de straal van het grondvlak. Derhalve 

V ^ II. D • ^0. 2 . ... ., h , _ ,r+v"(r«— i?o*)\ 

F = « r^hBsm.^-i-^ hxoV{r^—a;o*) — ~- «o* ^f ^^ —)' 

«^ r ö 3r \ i?o ^ 

S 136. Wil men de regthoekige coördinaten x en y vervangen 
door de polaire rcos.^, rstn.^, dan zal, uithoofde de tweede 
differentiaal dxdy , zoo als reeds in $ 105 gebleken is , bij die veran-^ 
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deiïng overgaat in rdrdf^ het prisma Mdxdy te verTangen zijn door 
Mrdrd^t waarin nu x als eene fanetie van r en ^ te beschouwen 
is. Men heeft das in dat geval 

r = ffirdrdf. 

De grenzen tassehen welke de partiële integratiën ten opzigte 
van r en ^ te nemen zijn, laten zich alleen uit den aard en den 
stand der platte of gebogen vlakken, die het ligchaam insluiten, 
opmaken. 

S 137. Sfen kan ook de coördinaten j; en y meer algemeen in 
functie van twee andere < en u uitdrukken , even als in $ 106 
bedoeld is. Stellende dan wederom 

dx = Pdt-hOdu, 

dy = P'dt + Q'du, 

dan zal men, gelijk aldaar aangetoond is, voor dsdy moeten sub- 
stitueren 

{PQ'—P'Q)dtdu, 

waaruit volgt V = ff(PQ'—P'Q)idtdu. 

Maken wij deze laatste formule insgelijks op de ellipsoïde van 
toepassing. De coördinaten s, y, z van eenig willekeurig punt van 
het oppervlak^ kunnen hierbij voorgesteld worden door de verge- 
lijkingen 

X == acos,^cos,</f , y = b $in,^ cos.ifr , % = esin.^f^ 

dan is 

dx dx 

P =i -—- =z — aeo8,(fisin.0. O = --, = — acos.^sin.^^ 
dfp d4> 

P' z=: ^ =1 h coê.fp cos,^, O' =11 -Jf =r — h sin,ff sin.^ , 

d^ d(p 

en PQ'— P'Q = ab sin.<fi co8.<p. 

Derhalve V -=. abc f jsin^^cos.^d^d^, 

waarin ^ en ^ twee van elkander onafhankelijke veranderlijken zijn. 
Integrerende nu tusschen O en ^ en tusschen O en ^, dan komt er 
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welke formale , door ^ r= 2;r en ^ = ^ tr te stelten , voor den 
inhoud derhalve ellipsoïde naar behooren geeft -x-abe, 

o 

Ten einde van den vorm van het ligchaam F, nvelks inhoud wij 
zoo even gevonden hebben, eene juiste voorstelling te geven, zoo 
laat ABCD [fig. 36) een vierde gedeelte eener ellipsoïde aanwijzen, 
waarin OA ■= a, OB ==: è en OD = c. Men beschrijve op AC 
een' halven cirkel CB'A , en trekke door eenig punt M der ellips 
ABC, de loodlijn ül'ilfPop OA , zoo mede de voerstralen OM en 0M\ 
dan is blijkbaar de hoek AOW =^, vermits in het ^y- vlak , alwaar 
^ =: O is y X zzzaeos.fp en y=.b sin.^. Zij BST eene doorsnede even- 
wijdig aan gezegd vlak, op een* willekeurigen afstand z=:esin.^ uit 
den oorsprong gelegen , en tot projectie hebbende de ellips rst, dan zijn 
de halve assen dezer ellips acos.^, frco«.0. Verbeelden wij ons nog een 
cilinder- vlak tot rigtlijn hebbende de gemelde doorsnede» en snijdende 
het vlak DOM volgens eene beschrijvende lijn Ss. Het ligchaam F 
zal nu hier aangewezen worden door het gedeelte AMsSTt der 
ellipsoïde, besloten tnsschen het elliptische cilindervlak sSTt , het 
vlak SsM en de vlakken der xy en xz. 

Om zich hiervan te overtuigen , onderstelle men het ligchaam, dat 
begrepen is tusschende twee elliptische quadranten AOD^ MOD, in 
dijQerentialen verdeeld door elliptische cilinder-vlakken, waarvan 
er een door sT wordt aangewezen. Het is duidelijk dat, aangezien 
de inhoud van den elliptischen sector Ots uitgedrukt wordt door 

^abeos.^^,^ (S 104), elke der bedoelde difierentialen tot waarde zal 

hebben _.o6 , , , , • • i , j, , 

welke , tusschen de grenzen en O geintegreerd , dezelfde uitkomst 
als voren voor den inhoud van het hiervoren omschreven ligchaam 
V oplevert. 

Voor iff z=i 90®, gaat dat ligchaam over in het gedeelte besloten 
tusschen de vlakken MOD en AOD , waarvan de inhoud, even als 
reeds in S 128 gevonden is, uitgedrukt wordt door 

F = - abc.^, 
3 ^ 

Laat men daarentegen ^ onbepaald , en stelt men 9 =: 27r, dan ont- 
staat hieruit het ligchaam, dat van eene halve el! ipsoide overig blijft, 
wanneer daarin eene cilindervormige opening gemaakt is tot grondvlak 
hebbende eene ellips, welke met het grondvlak dezer ellipsoïde gelijk- 
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Tormig en concentrisch is, en welker assen dezelfde rigting hebben als 
die van deze laatste ellips., Noemende die assen 2a en 26', dan is 

a:a' z=z b :b' = 1 i eos.^. 

De inhoud ^an zoodanig ligchaani heeft tot waarde -^abesin.*^. 

Zit ^ 

Het uitgeholde gedeelte bedraagt das -— aftc (1 — sin.V). 

S 138. Wil men bij de inhouds-bepaling der ligchanien van het 
gewone polaire coördinaten-stelsel gebruik maken , bestaande in een' 
Toerstraal r en twee hoeken ^ en f9 , Tolgens de aanwijzing Tan § 88, 
zoo wordt tot tweede differentiaal van het ligchaara aangenomen 
de pyramide OmMm' M' {flg, 28), welker top in den oorsprong ligt , en 
waarvan het grondvlak eene tweede differentiaal van het oppervlak is. 

Men verbeelde zich thans een* bol van den straal r, en in O zijn 
middelpunt hebbende, dan zullen de vier zijvlakken van de roer* 
melde pyramide een* bolvorrnigen sector bepalen, tot grondvlak 
hebbende eene tweede differentiaal van het oppervlak des bols uit- 
gedrukt, ingevolge form. (S) van $121, door het product r*sin,^d^dfp. 

Het is duidelijk dat deze bolvormige sector in de plaats der pyra- 
mide OmMm' M' raag gesteld worden, uit hoofde het inhouds* 
verschil van beide ligchamen tot de oneindig kleinen van de derde 
orde behoort. Men heeft diensvolgens 

d»r =: r*m.i?d^df X-, 

ó 

of V z=z ^jjr^sin.^d^d^, 

S 139. Even als zulks reeds ten opzigte der tweede differentiaal 
van eenig gebogen oppervlak gedaan is (§ 118), kannen wij ook 
aan de differentiaal der tweede orde eener willekeurige ligchamelijke 
raimte eenen meer algemeenen vorm geven, waardoor zij zich op 
elk coördinaten-stelsel, naar welgevjillen gekozen, van toepassing 
laat maken. Stellende namelijk wederom 

X = f{i,u), y = f{tyu), % = ntyii), 

da; =. Pdt + Qdu, 
dy = P'dt + Q'du, 
dz = P'dt+Q''du, 

dan is ter aangehaalde plaatse gevonden, 

dW = {/{MN—R^)dtdu, 
waarin M = P» -f. P» + />"», ^ = Q^^Qt^Q"^^ 
en R = PQ + P'Q'-^P'Q', 
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Door nu het ligchaam in oneindige kleine pyramiden te verdeelen 
i^ier gemeenschappelijk toppunt in den oorsprong ligt , en welke 
d^O tot grondvlakken hebben, zal men, i den afstand noemende 
van dat punt tot het rakend vlak waarvan d^O een gedeelte uit- 
maakt, terstond bekomen 

d^V = lx {/"{MN— «*) dtdu. 

3 

Om de lengte X te bepalen, herinnere men zich dat de loodlijn, 
uit den oorsprong nedergelaten op eenig vlak 

uitgedrukt wordt door 

Aa + B^+Cr 

Nu heeft* het rakend vlak aan het punt £, y, i tot vergelijking 

s —z = (a? — ar)--- + (y — 2/) —• 

ds dy 



Derhalve dz dz 

dx " riy 



l = 



dz* dz* 



dus 



,_ az^ az^\ 

Wijders volgt uit de voorgaande differentiaal-betrekkingen, 

dl = (p^J^^P't5)dt + (0^ + Q'^)du = P'dt-hQ'du, 

^ dx dyJ \ dx dy^ 



dx dy dx dy 



welke vergelijkingen voor de waarden der partiële differentiaal- 

dz di 
quotiënten --- , -— ffeven , 
dx dy " 

dj _ P^Q'—Q"?' dz^ __ P'Q — Q'P 

dx PQ'—P'Q ' 1^ ~ P Q—PQ' ' 

Dus 

j di^ dz^ _ {P'Q'—Q'py + (P'Q — Q 'P)^ -H (PQ'-^PQ) * 
dx* dy^ ~ "" {PQ'^p'Q^i 

_ (P^+P^^P"^) (Q»4-QM_|_QM)_ {P Q^PQ'+P'Q")^ 

~ {PQ'—FQ)^ "" 

_ MN—R* 

— [PQ'—P'Q)^' 
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. _ PQ'— P'Q , d* d«v 

X = ï: Im—X — — V— J. 

V{MN—R*)\ ds ^ dy' 

Dete waarde van i. sabstitaerende in die van d*V , komt er 

* t ds dy\ 

of 

r = j|/j(P'0'_p'Q'), + (i>'Q_0'p) y+{PQ'-.P'Q),^dtdu, (1) 

waarin slechts overig blijft voor x,y en z hare waarden in functie 
van t en u te substitneren. 

De voorgaande waarde van d^Fzou, strikt genomen, met een 
dnbbel teeken moeten aangedaan zijn , uit hoofde van de wortel- 
grootheid in de uitdrukking voor X voorkomende. In de toepassing 
zal men echter de gevonden integraal -formule steeds als met een 
positief teeken aangedaan kunnen beschouwen. 

Onderstellen wij thans, ten einde die formule op een polair 
coördinaten-stelsel van toepassing te maken, dat de veranderlijke 
grootheden ( en i« de hoeken ^ en ^ voorstellen , zoodat men heeft 

De regtstreeksche substitutie der in § 119 opgegevene waarden 
van P, O, P\Q',P\ Q" in de integraal-formule (I), zou tot om- 
slagtige bewerkingen aanleiding geven, welke men op de volgende 
wijze kan vermijden. 

Schrijven wij den factor van dtdu in form. (1) onder. den navol- 
genden vorm 

welke, uit hoofde van 

Qy — Q'x = 0, 
herleidt wordt tot 

P{q'z — q''y) + P'(Q'x--Qz), . 

Nu is het niet raoeijelijk uit de aangehaalde waarden van P, Q enz» 
nog deze betrekkingen af te leiden , 

Q z — Q'x = r*"co«.9P , 
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welke den bedoelden factor doen overgaan in 

Substitaeert men thans hierin voor P en P' hare waarden in 
functie der drie veranderlijken r, ^ en ?9, dan vindt men gemak- 
kelijk 

P'cos,^ — Pm, 9 z= rm.t9, 

zoodat de integraal-uitdrukking y na verandering van teeken, her- 
leidt wordt tot deze meer eenvoudige. 



F = -jjr^sin.^éH^d^, 



even als hiervoren (§ 138) uit eene meetkunstige beschouwing der 
zaak regtstreeks is gevonden. 

Voor een omwentelings-ligchaam is r eeniglijk eeoe functie van 
den hoek ^, Integrerende al zoo ten aanzien van ^ , tusschen de 
grenzen O en 27r, bekomt men terstond 

hetgeen met de reeds in § 126 verkregen uitkomst overeenstemt, 
S 1-40. De tot hiertoe gebruikte algemeene formule 



V = ffzdxdy 



onderstelt dat hetligchaam, welks cubatuur binnen zekere grenzen 
moet bepaald worden, in zijne differentialen van de tweede orde 
verdeeld is. Niets belet echter om die differentialen , welke in fig. 22 
door het prisma oc' aangewezen worden , op nieuw te verdeelen door 
snijdende vlakken, evenwijdig aan het xy^vlsik gebragt. Men ver- 
krijgt als dan differentialen der derde orde, bestaande in regt- 
hoekige parallelopipeda , welker afmetingen zijn dx^ dy, ds, zoo 
dat men stellen mag 

d^r 

^l^^^'^dydz = dxdydz, 

of V —jjjdxdydx =:fdxfdyfds (o') 

voor den inhoud van elk ligchaam van wiïlekeurigen vorm. 
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Bij het Terrigten der hier aangedaide drievoadige partiële inte- 
gratiën, zal roen f ds moeten neraen tasschen zoodanige grenzen als 
door de oppervlakken, welke het ligchaani in de rigting van de 
as der i oraslaiten, aangewezen wordt. Is bijv. het sy-vlak een 
dezer grensvlakken , dan heeft rnen te integreren van s — O 
tot X z=z F{Xf y) zijnde de ordinaat van een onbepaald punt van 
het insluitende oppervlak. Men geraakt als dan wederom tot de 
vroeger gebrnikte formule 

r =jjsdxdy =ffF(x, y)dxdy. 

Is het ligchaara in de rigting van de as der s daarentegen be- 
sloten tasschen twee oppervlakken, tof vergelijking hebbende 

« = F{x, y), z' = F(x, y), 

zoo zal men de integraal ten opzigte van z te nemen hebben tasschen 
de grenzen g en x\ waaruit volgt, 

y =jf {*r—x)dxdy = Ij {F'{x, y) — F(s, y))dsdy. 

De beide overige integratiên moeten vervolgens, op de reeds 
hiervoren verklaarde wijze, uitgevoerd worden. 

Heeft men bijv. de formule (a') toe te passen op den bol 

[x — a)*-|-(y— 6)* + («— c)« = r% 
dan zal men Jdz behooren te nemen tusschen de veranderlijke grenzen 

< == c— V'(r*-^(J7— o)*— (y— d)«), 

en z z= (•H-V^(r*— (o?— o)»— (y— 6)*), 

waardoor men, na eene eerste integratie, bekomt, 

V = 2Jdxjv[T^—{x—ci)^'-'(y—h)^)dy. 

Strekt raèn deze integraal over den geheelen bol uit, dan zullen 
de grenzen van y zijn h — l/(r* — {x — a)*), en 6 + l/(r* — [x — a)*), 
terwijl die van x worden r — a en r"\-'a. 

Bijaldien V den inhoud voorstelt van eenig ligchaam , geheel be- 
sloten door het oppervlak 

F{x\y\*')z=(i, 

zal men hieruit terstond kunnen afleiden den inhoud V^ van een 
ander ligchaam, besloten door het oppervlak 

^a b cl 
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Immers, stellende 



^ , y _ ' * 

dan is V z=z fjjdx'dy'dz\ 

en P =fjjdxdydz = abc f f fds' dy' dx' . 

Derhalve F' = abc F. 

Deze eigenschap stelt ons onder anderen in staat den inhoud 
eener geheele ellipsoïde onmiddellijk uit dien des hols af te leiden. 

Men heeft namelijk voor den bol, welks straal tot eenheid ge*- 
nomen is , 

**H-y* + «'~i = O, 

en F zizjJjda^dydM = ---. 

Dus voor de ellipsoïde 

o* o* c' 

^« 
r = abcV =z -^abe. 

S 141. Daar de integraal -formule 

V = jjfdxdyds 

hiervoren gebleken is op eene algemeene wijze den inhoud vao 
een ligchaam , dat door gegevene vlakken begrensd is , uit te druk- 
ken , blijft ons thans nog overig aan te toonen hoedanig men , in 
geval de coördinaten Xj y, z als functiën van drie andere veran- 
derlijken s, tf u beschouwd worden, de voorgaande formule in 
eene andere drievoudige integraal vervormen kan, waarin eeniglijk 
deze drie laatste grootheden en hare differentialen voorkomen. 
Stellen wij te dien einde 

dx = Pds + Qdt'+^Rdu, 

dy = Pjeï* H- Oirfl -h Hidu , } (a) 

df = P^ds + Q^dt + R^du. 

Bij hel integreren ten opzigte van x worden y en s als stand- 
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vastig beschouwd ; men heeft ahoo in de onderstelling van dy z= O 
en ds = O, 

O = P^ds + Q^di + jR,du , 

O z=: P^di + Q^dt + R^du , 

welke Tergdijkingen knnnen dienen om dx in fanctie van eene der 
drie nieuwe differentialen, bijv. ds uit te drukken. Na de beide 
laatsten met de onbepaalde factoren X,£| vermenigvuldigd, en de 
producten bij elkander opgeteld te hebben, komt er 

dx = [P-hLP^ + LtP^idt, 

mits die factoren voldoen aan de vergelijken 

Q + LQ^ + L,Q^ = O, 



(?) 

R + LRi +/iA = 0. 

De te integreren differentiaal verandert hierdoor in 

(P + LPi+LiP^)dsdydi (r) 

Omdat wijders bij eene integratie ten opzigte van y en x, «als 

standvastig te behandelen is, heeft men, in de onderstelling van 

ds = O, 

dy = Q^dt + R^dul 

dx = Q^dt-^R^du. 

Volgens het reeds gevondene in § 106, moet nu het differentiaal- 
product dydtf uit hoofde y en z thans als functiën van slechts 
twee veranderlijken I en u te beschouwen zijn, door de grootheid 

(Oj^i — QM dt du 
vervangen worden, waardoor men voor de gezochte integraal ver- 
krijgt 

r =: fff{P + LPi + LiP^)(Q^R^—Q^R^)dsdtdu. , . [d] 

Nu kan men uit het stelsel vergelijkingen (fi) de navolgende 
betrekkingen afleiden, 

UQtRi— ?!««) = QtR — QRu 

trelke, na substitutie in de form. (^), terstond geren, 

r=jff]P{0,Rt-QtRt)+Pt{QRt-QiR)-¥-P,iQtR-QRil}^dtdu, 
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\vaarin de negen partiële differentiaal -quotiënten P, Q, R enz. onder- 
steld worden in functie van s, t en u uitgedrukt te zijn. 

Bij het integreren ten opzigte van eene der drie veranderlijken 
a, t, u, zal men die, op grond der vergelijking van het opper- 
vlak^ als eene functie der beide overigen moeten behandelen. 

S l-i2. Wij zullen de voorgaande integraal- formule van toepassing 
maken op den overgang van een'regthoekig tot een polair coördi- 
naten-stelsel, en zulks met behulp der bekende betrekkingen 

gevende 

/' = — = — r#tn,i5*«tn.^ = — y, 

dr 
df 

dr 

dl 

dt 
0^:z^ - = — rfin.1^, 

dt 
1?.= — = co$.t^, 
dr 

ivaardoor de integraal- formule zich herleidt tot deze meer eenvou- 
dige 

V = jff\P(Q,R,— QtR,)-hPi{QR,— QtR)^drd^d6, 
Nu is Ojfij = — rsinMsin,^, Qt^i = rcosMsin»^, 
dus P{QiRi — QM =rynw.9 = tUin^^sin.^ ^ 

QR^ = r co$Mco8.<p , (^,B = — rsinMeos.f , 

P,((?R, — 0,1?) = rdP«)#.9» = r««o».V«<n.t?^ 
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Diensvolgens vindt men na sabstitutie , 

welke oitkoinst^ na integratie ten optigte vanr, tusschen de gren- 
«en O en r, wederom de hicrvoren ($ 139) verkregene formale 

oplevert. 

Is het ligchaam van alle zijden door het gebogen oppervlak 
r •=! f{<f^ ^) besloten, en heeft men een inwendig punt tot pool 
aangenomen , dan wordt de inbond van het geheele ligchaam uit- 
gedrakt door 



Voor de ellipsoïde heeft men 



r» 



a 



*ó*c« 



Derhalve 

1 f^ f" a^b^chinM^d^ 

~ 3 Jo J-^(a«6>co».«i5i+oVm.«i>m.*^+6>c>5tn.*#co».V)T 

Neemt men hierbij den inhoud der geheele ellipsoïde als bekend 
aan, dan volgt hieruit onmiddellijk , 

o j-.7r(a«6'co».*^H-c»(a*m.*9»-Hft«co«,V)wn.»«)T »***^* ' 
of wel, stellende 



io J-JT 



{ Acoi.^é +[Bi%n^9+Ccos^<p)iinM}\ VABC ' 



welke opmerkelijke uitkomst niet even gemakkelijk langs den weg 
eener regtstreeksche dubbele integratie zou te verkrijgen zijn. 
§ 143. Elke dubbele integraal van den vorm 



jJFdxdy , 



waarin F eene functie der twee onafhankelijke veranderlijken jr 
en y beteebent, kan den inhoud voorstellen van eenig ligchaam, 
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dat begrensd is door een gebogen oppervlak , welks ordinaten even- 
wijdig aan de as der z door de functie F aangewezen worden. 
Op grond dezer beschouwing laat zich de bepaling der oppervlakte 
eens gegeven ligcbaaros dikwerf met voordeel terug brengen tot 
die der cubatuur van een ander ligchaani. De Heer Gatalah , een 
verdienstelijk Fransch wiskundige, heeft daarvan een treffend 
voorbeeld geleverd in de wijze, waarop het hem gelukt is de dubbele 
integraal, welke het oppervlak eener geheele ellipsoïde uitdrukt, 
vrij gemakkelijk in eene enkelvoudige integraal te vervormen (*). 
Wij kunnen niet nalaten deze handelwijze nog ten besluite dezer 
les te doen kennen. 

In S 115 vonden wij voor de ellipsoïde 

« = °>jF('rr:::i';r)^'^>- - 

zijnde hierin e^ -==. \ , p =i \ j,ena>6)c aange* 

nomen. 

Voor het geheele oppervlak moeten al de waarden van x' eny', 
voldoen aan de voorwaarde 

*'*-+-»" il. 

en de uitkomst der integratie vervolgens verdubbeld worden. 
Men stelle thans 

1 — x'^ — y' * 
dan heeft men 

O z=z ab fjz'dx'dy' , 

onder welken vorm deze dubbele integraal den inhoud aanduidt 
van een ligchaam, besloten tnsschen het oppervlak vanden cilinder 

en het gebogen oppervlak 
of 

(l'> — f>)*'* + (2'*— p)y'i =: «'* — 1 ....(/?) 

Elke doorsnede van dat oppervlak met een vlak evenwijdig aan 



(*) Zie bet Journal de mathhnatiques van Liouville, tom: ÏV, pag. 323, eii 
tom. V, pag. 116, 

II. 20 
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dat der sy , op eenen ipvillekeurigen afstand z' uit den oorsprong, 
zal, blijkens verg. (^9), eene ellips zijn, tot halve assen hebbende, 



riS 



— iv « .y^—i 



Het bedoelde oppervlak heeft blijkbaar eenen syraetrieken vorm, 
ten opzigte der coördinaten-vlakken, en strekt zich in de rigting 
van de as der z' uit , van z' =1 tot s' = oo . 

Voor de eerste waarde van x, gaat de ellips in een enkel punt 
over, dat als het toppunt van het oppervlak kan beschouwd 
worden , en zich in den oorsprong projecteert. Voor de tweede 
waarde van x , verandert de ellips in een cirkel tot straal hebbende 
de eenheid , en dus met het grondvlak des cilinders overeenko- 
mende^ zoo dat het gebogen oppervlak zich binnen het cilinder- 
vlak tot in het oneindige uitstrekt , en meer en meer tot dit laatste 
nadert. 

Men kan thans tot differentiaal der bedoelde ligchamelijke ruimte 
aannemen een' cilinder, tot hoogte hebbende de ordinaat r' en tot 
grondvlak het verschil tusschen de projectiën van twee elliptische 
doorsneden op de afstanden x' en x' -f-di' evenwijdig aan het a?y-vlak 
gebragt , welk verschil uitgedrukt wordt door de oneindig kleine 
aangroeijing van den inhoud nAB , zoodat wij de dubbele integraal 
j j X* dx' dy\ uitgestrekt over het halve oppervlak der ellipsoïde 
boven het ary-vlak gelegen , thans vervangen mogen door de enkel- 
voudige integraal 

xjx'd.AB = ^ABx'—JABdx') (a) 

genomen tusschen de grenzen x' =r 1 en x' = os, vermits alle waar- 
den van sf' en y' , welke aan de voorwaarde 

voldoen, voor x' waarden opleveren, welke zich van 1 tot oo uit- 
strekken. 
Daar nu il^ = — — - — ,^^ ,, — ^r- is, komt het hier eeniglijk aan 

op het vinden van de waarde der bepaalde integraal 



ƒ 



03 



(z'i—l)dx' 






l V{,'t-.et){z'*-r) 
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Te dien einde stelle men 

,'=-^, das a,'=-l£2Lf^, 



!/(«'»— e») = ecot^, i/(s'i_f») 



■ ■ ■ • 



De overeenkomstige grenzen van ^ worden gin,^ = € en ^ = 0, 
of ^tellende nog e-=z:9in,fi^ fz=:ekf dan verandert de voorgaande 
integraal, na omkeering der grenzen, in 

welke zich in de twee navolgende laat splitsen, 

^^ T/(l — Jfc'm.V) _ (]—ƒ») /^ dy 

De eerste bij gedeelten geintegreerd , geeft 

Na eene gemakkelijke herleiding , vindt men 

+ e f* 1/(1 - ft»«n. V)«if -I- ^=^ T-TT^ f ! . , , , 

J, « J,l/{1 — fc*«tn.»j») 

toodat er, op grond van vergel. (a), nog overig blijft de waarde te 
berekenen, welke de som der grootheden 

tusschen de aangewezen grenzen der integratie verkrijgt. 

De tweede in functie van x' uitdrakkende, zal men, omdat x= 1 
met ^zzifi^ en s=:oo met f> = overeenkomt, de waarde te bepa- 
len hebben van het verschil 

en wel tnsschen de grenzen z' = 1 en z'= oo; welke waarde ge- 



-ƒ 
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makkelijk bcTonden wordt alsdan over te gaan in 



c* 



De ▼oorgaande uitkomsten thans substitaërende in de waarde van 
O, komt er 

De beide hierin voorkomende integralen elliptische fanctiën voor- 
stellende , zoo zal men , met behulp der voor die fanctiën aangenomen 
notatie ($ 50), het oppervlak der geheele ellipsoïde kannen nit- 
drakken door 

2»[<«+ ^ * ^,^ ((a» -c»)«{»,A.)-l-c»F(k, A))j, 



waarin k 






«i «tn.^ =^ « = 1/(1 -), of /È^zBeos.- 
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Leer der eindige differentiën. Ontwikkeling der diffe- 

rentten van verschillende orde voor functiën eener 

enkele veranderlijke. Betrekkingen tusschen die 

differentiën en de functiën in ha/ren ver-- 

anderlijken toestand. 

§ IM. De onderlinge afhankelijkheid tusschen twee veranderlijke 
grootheden s en y, waarvan de laatste als eene fanctie der eerste 
beschouwd wordt, heeft noodzakelijk (en gevolge, dat, indien het 
veranderlijke element x eene bepaalde of eindige aangroeijing h 
ondergaat , die functie zelve insgelijks hierdoor in waarde verandert , 
en eene positieve of negatieve aangroeijing zal ondergaan, welke, 
zoo als reeds uit de beschouwingen , voorkomende in de eerste les 
der Differentiaal" Rekening y gebleken is, onder, de benaming van diffe- 
rentie der functie y , door Ay wordt aangeduid. Is nu y = ?(*), dan 

volgt hieruit 

Ay = ^(x -\-h) — ^{x). 

Het theorema van Tatlor stelt ons in staat de waarde dezer diffe- 
rentie onder een* algemeenen vorm, met behulp der differentiaal- 
quotiënten van verschillende orde, in functie der veranderlijke a 
en van hare aangroeijing h of A^ te ontwikkelen. 

Behandelt men de functie Ay op gelijke wijze als de oorspronke- 
lijke y, door namelijk de positieve of negatieve aangroeijing te 
bepalen, welke zij uit eene verandering van o; in ^ + ^ ondergaat , 
dan verkrijgt men de waarde der differentie van de tweede orde, 
en zoo voortgaande, die der derde en hoogere orden ; welke functiën 
respectievelijk door A*y , A*y . . , en , in het algemeen , door A"y 
worden aangeduid. De rekening, welke het onderwerp van deze 
en eenige volgende lessen uitmaakt , heeft hoofdzakelijk ten doel de 
wederkeerige betrekkingen op te sporen, welke zoowel tusschen de 
opvolgende waarden der functie y en hare differentiën van verschil- 
lende orde, als tusschen die differentiën en de differentiaalverhou- 
dingen van dezelfde orde bestaan. 
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Ten einde ook hierbij van het eenvoudige tot het meer zaniengestelde 
over te gaan , xnllen wij ons in de eerste plaats niet functiën ééner 
enkele veranderlijke bezig houden, en vervolgens onze beschouwin- 
gen over functiën van twee en meer veranderlijken uitstrekken. 

S 145. Zie hier eenige eenvoudige functiën, waarvan dedifferen- 
tiën zich gemakkelijk onder eenen eindigen vorm laten nitdrakken. 

i. y = iF», Ay = (ar-f-fc)»— jr-z=2?'»j(l + -^ —ij, 

h 

4. y=i Log.sPf Ay = Log, (x + h) — Log,s = Log. ( i H — ) , 

5. :ry=aof y==zJJ^), Ay = i(a) — ^^-^^^ 

Hk h 

6. y=:«in.s, Ay = **««(^ + M — ****'^ = 2^^*'(^ "Hs) '**• • ♦ 

7. yz=:eos.x^ Ay = co«.(i? + /i) — co<.iFz= — 2 *tn.(* +-)#•»!.-, 

2 2 

8. y = tg.x, Ay = ^y.(j? + W — «f.ir = ; — p^, 

StH A 

9. y = cot.Xf Ay =i coL(x + fc) — cot. a? = ;- 



$in,s ittkCs *f- ^) * 



10. y =: wc.a? , Ay = 



1 1 2«fi.(jr+-)m.5 






11. y = Btg.Xy Ay = Btg.{x-hh) — Btg.x:=Btg. 



l+six-^h)* 



12. y:=zBcot.x^=:- — Btg.Xj Ay = — ^i^. 



2 l+a?{a?-f-fc) 

$146. Bijaldien de gegevene functie uit de som of het verschil 
vau andere functiën zamengesteld is, zoodat men heeft 

y = 9ix) = AF{x) ± Bf(x) ± C<fi{x) ± . . 
dan is 

Ay = f(x + h) — ^(s) = AF{x+h)±Bf{x+h)±C<fi(s+h)±... 

— ^F(i?)4=J5A^)TC^W... = ^AF(«)±fiA/(*)±CA^(*)... 

waaruit mei^ besluit , dat de differentie eener algehraische som van «er- 
ichillende functiën gelijk is ctan de som der differentiën van de afKCndiT'^ 
lijke functiën. 
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Tevens blijkt hierait, dat elke ttandvaitige faeiot vóór eene functie 
geplaatst, op gelijke toijze in hare differentie voorkomt; welke beide 
eigenschappen niet die der differentialen geheel overeenstemmen. 

Stellende het differentiaal-quotiënt eener functie door het enkele 
teeken d voor, dan laat zich tevens gemakkelijk betoogen, dat men 
in het algemeen zal mogen schrijven 

SAy = Aöy. 
Immers, uit de vergelijking 

Ay = 9(^ + h) — ^{a!) 
volgt, door differentiatie ten opzigte van j;, 

ÖAy = 9i{^-+'h) — 9i{s) = A?^iW = Ady, 

ons leerende , dat de uitkomst der twee achtervolgende bewerkingen door 
de teekens A en d aangewezen^ voor elke functie dezelfde blijft ^ in welke 
orde die bewerkingen verrigt worden. Zij bijv. 

y = m.s, 
dan is Ay = 2co«.{a;+ft) «n-r, 

en SAy = — 2m.(i? + -Wtn. — . 

Na heeft men 

Jy 1= cos.x, 

das Aöy = £^cot»s = — 2m.(a?4-~) «tn.- = JAy. 

Door herhaalde differentiatiën kan men thans nit de gevondene 
betrekking gemakkelijk nog de navolgende afleiden , 

yAy = Aè"y. 
Hierin y door Ay vervangende, komt er 

d"A*y = Ad"Ay = A*d*y, 
en op gelijke wijze voortgaande, vindt men in het algemeen, 

d"APy = A^'ö^^y. 
Even zoo volgt uit de vergelijking 

Ay = 9ii^-hh)—ip{x)y 

JLyd:s = j ^{se -{- h)ds; — j^Wdj? = t^\<p(x)dw = Llydx, 

«n in het algemeen , 

^f^yds"" = LP^jyda*, 
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waaruit wij leeren, dat de teekens d en A of / en A vóór eeni^e 
fanctie geplaatst , onderling verwisseld mogen worden , of licTer , 
dat de bewerkingen door die teekens aangeduid , hoe vele raalen 
ook herhaald > in omgekeerde volgorde mogen uitgevoerd worden, 
zonder dat zulks op de uitkomsten van invloed zij ; en men zal zich 
daarenboven gemakkelijk kunnen verzekeren, dat de aangewezen 
bewerkingen, even als bij de partiële differentiatiën plaatsvindt, 
in geheel willekeurige volgorde mogen geschieden. 

Bijaldien ^{s} een product is van twee andere functiën van op, 
door u en V aangewezen, dan heeft men 

dus Aj/ = (u -|- Ati) {v -f- At?) — uv , 

of Ay = Auv = t?A« + u At? -f- AttAv. 

u 

» = «• 



Heeft men 
dan komt er 



u tt -f- Att «* t? At* — u Av 

in elke van welke vergelijkingen men wederom Au en Av in functie 
van X en h zal kunnen uitdrukken. 

S 147. Gaan wij thans tot de beschouwing der differentiën van 
hoogere orde over. Laat de rij 

Vty yi, ys» y* • • • enz., 

de achtervolgende waarden voorstellen, welke de functie y=:y(jr) 
verkrijgt, indien men het veranderlijke element x achtervolgens 
met h, 2h, 3li, enz. laat aangroeijen , zoodat 

yi = Sp(**-f-^), yi = v»(a;-f-2W ... y« = 9>(a; + nA), 
dan heeft men 

Ay = yi — y, 
Ayi= yi — yi, 
Ayj= ys — Vi' 



At/n-i = y« — yn_i. 



Deze functiën vormen de rij der eerste verschillen. Om die der 
tweede verschillen te bekomen , heeft men 
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A.Ay = A*y = Ayi — Ay = yi — 2y, + y, 
l^>Lyi= A'yi= Ay, — Ay,= ys — 2yj4-y,, 

A.Ay«-2 = A'yn-2 = Ay»^i — Ay«-2 = Vn — 2yn-i + yn-a. 
Op gelijke wijze vindt men voor de rij der derde verschillen, 

A»y = A'yi — A*y = ya — 3yi + 3yi — y, 

A»yi= A'y, — A*yi= y* — 3yj + 3yj — yj, 

enz. enz. 

Voor die der vierde verschillen 

A*y = A'yi — A»y = y* — -^ys + Öy, — 4yi + y, 

A*y,= A'y, — A3y,= ys — ^y4-+-6y,— ^yj + y„ 

enz. enz. 
Aldus voortgaande zal men de mogelijkheid inzien , om de differentiën 
van elke orde in fanctie van een zeker aantal achtervolgende waar* 
den van y uit te drukken , zoodat men voor die der n' orde zal mogen 
schrijven 

A^y =^ yn — Aiyn-i+ A'iyn-i — i43y#^-3 - . . ± -4«y- 

De hiervoren verkregen bijzondere uitkomsten doen reeds ver- 
moeden , dat de getallen-coëfficiënten A geene andere zijn dan de 
binomiaal-euëfficiënten voor de n* magt. De waarheid hiervan zal 
door het navolgende betoog kunnen bevestigd worden. 

Daar namelyk die coëfficiënten A geheel onafhankelijk zijn van 
den aard der functie y , zullen zij insgelijks geldig zijn , bijaldien 
men y -ziz a' neemt. Als dan heeft men , 

y, =1 a*"***, y, = a'+2A. . . y^ = ii*+«* •=: a'a"^ , 

voorts Ay = (a* — l)a* , 

en hierin voor x schrijvende x + h, vindt men" 

A'y = (a* — l)Aa' = (a* — 1)^ . 
Op gelijke wijze 

A»y = (a* — l)»a* , A*y = (a* — l)*a' , 

en in het algemeen, 

A"y = A"o* =: (a* — 1)" a' , 

waardoor de voorgaande algemeene uitdrukking van A*y overgaat in 
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Na deeling door a' en ontwikkeling van het voorste lid dezer 
vergelijking , zal het terstond blijken , dat Ji, A^,., . Jn niet de bino- 
raiaal-coëflficiënten der n* raagt overeenstemmen. Gebruik makende 
van de voor deze coëfficiënten aangenomen notatie, zoo bekomen wij 
als eene der grondformules van de leer der eindige differentiën, 

1 i » 

A"y = y» — (n)y««i -+- (n)y»_3 — (n)y— 3. . . ± y . . (a) 

welke uitdrukking zich ook onder den meer verkorten symboli- 

schen vorm 

A-y = (y — Ij- 
laat voorstellen, mits in de ontwikkeling van het tweede lid, de 
ƒ)• raagt van y door yp vervangende. 

S 148. Voor sommige transcendentale fanctiën laat zich de al- 
gemeene waarde der n* differentie gemakkelijk uit defunctiën zelve 
opmaken , zonder dat het noodig zij tot de forra. (a) toevlogt te 
nemen. De functie y = a' heeft reeds daartoe tot voorbeeld ge- 
strekt. Met de fnnctiëny = sin.s en y = eot.x^zBl zulks evenseer 
het geval zijn. Hiervoren is namelijk gevonden 

K . ^ 



tcoê,s = — 2m.(jp + - mn. y 



Dus 



Door nu in de beide eerste formules voor s te stellen ^H~ x' 



vindt men 



Derhalve 



h h 

A«n.(s+ -) z= 2 co*.(a: -f- fc)«n. s » 
2 * 

Acos.(a:-H -) = — 2 «n.(jr 4- h)sin, g 

A^nn.a: = — 2*»tn.(if + fc) «in.* 5 , 
A^cos.s = — 2*«o#. (df H- h) sin^ 5 . 
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Op goelijke wijze leidt men hieruit af 

2 Z 

2 2 

A*m.;F rr + 2*<in.(a?+ 2A)m.*- , 

A*cos,s = + 2*cof .{ip -f- 2A) «n.*^ , 

en das» in het algemeen , 

A*jtf».* = 2**m.(a?H--. (ir -f- fc))«n.** -a , 

2 ^ 

A"co#.d? = 2"co*.(a?-h-(w-f-A))m.'*5 . 

De zoo even verkregen uitkomsten stellen gelijktijdig de waarden 
▼oor der ontwikkelingen van A"«*w.dp en A"<?o*.*, volgens forro. (a). 
Door de gelijkstelling van beide waarden bekomen wij alzoo de v<rf- 
gende formnles, * 

*#».# — (w)*in.(dP-HA) 4- (n)itn.(i? + 2A) . . ±<fn.(a?4-nA) 

= (— 2)'»m.(ir 4- - («r + A))5tii.- - , 

co#.af — {n)co$.(s + A) + (n)cog.{x -H 2A) . . ± €os.{x -{- nh) 

< n A 

= (— 2)»co#.(a? -f- o (^ ■+• AJVtn.»» 5 . 

S 140. De bepaling der n' differentie eener geheele en rationale 
algebraïsche functie Tan x hangt blijkbaar van die der enkel vou« 
dige functie «"* af. Stellen wij dan 

y = s*, 

das Ay = (d? + A)** — ^** , 

of Aa?" = (n)«— iAH-(n)a;*-2^* . . 4. A* . . . , (1) 

dus A'«- = (n)AA4?'--i + (n)A*A«*~* . . 4- f») A- . . (2) 

Daar nu Aa?* een polynomium in x van de magt n — 1 oplevert, 
zal A**" een van de raagt n — 2, en in het algemeen A''* een van 
de raagt n — -p opleveren, waaruit volgt, dat A^a?** noodzakelijk 
eene standvastige waarde verkrijgt, en de hoogere differentiën van 
M^ dtts allen nul worden. Het is klaar dat zulks insgelijks van een 
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willekeurig polynomiuin van de n« magt gelden xal. Men heeft das, 
•tellende 

waarvan de waarde zich spoedig aldns laat hepalen. 

Uit de hiervoren opgegeven waarde van t^x^ volgt, na n achter- 
volgende eindige differentiatiën, en daarbij opmerkende, dat men 
in het algemeen, voor alle geheele positieve waarden van p, heeft 

AP-t- "*ir"* == O 
dus A— ^i?*-i = (n — l)AA*-*dr"-*, 



A*a?* = 2hhx , 
Lx =z h, 

, Deze vergelijkingen met elkander vermenigvnldigende , vindt men 

terstond 

A-JT- = 1.2.3 . . nh\ 

De rekenkunstige reeksen van de n' orde, hebben tot algemeenen 
term een polynomium van de n' raagt. Derhalve bezitten die reek- 
sen de eigenschap, dat hare differentiën van de n* orde standvastige 
getallen opleveren, tot waarde hebbende i. 2. 3.. na (uit hoofde hierin 
A = 1 te stellen is), evenals in de XX* les der Hoogere algebra ge- 
leerd is. 

Om tot den algemeenen vorm van A '"ir** te geraken , stelle men 
in de vergelijking (2) 

A* J?" = (n)AAa;'^i+(n)A»Air'— 2 . , ^ (n)h* , 

voor elke der differentiën As"~^, Ad?"~2enz. hare waarden volgens 
vergel. (1), dan bekomen wij 

A^ar» = (n)A|(fi— l)s»-2^ + (fi-^l)a?'— 3A»-|- . . | 

^-(n)A»|(n— 2)ir*»-3A+(«— 2)j?"-*A'+ • • | 

(n) A» J (n-l-3)if "-^A + (fi-^3) s*» -^A + . . | , 

welke uitdrukking, na vereeniging der gelijknamige raagten van «, 
zich onder dezen vorm laat schrijven, 

A »*- = fi(n— Dx^^^A' -4- ia;— 3^3 ^ JJa?— *A* . . + Kh\ 
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Door hiervan op nieuw de differentie te nemen, tal men voor die 
der derde orde eene uitdrukking verkrijgen van den vorm 

A»J?- = n(n— 1) (n— 2)d?"-^A» + ^s*-*A* + . . 

en zoo voortgaande, verzekert men zich spoedig dat de m' diffe- 
rentie tot v^aarde bekomt eene uitdrukking van den vorm 

A«»iF* = n(fi — l)(n — 2) . . . (n — m-f-l)a?'— ^A**-!- Jx»»-*^ïA*H-i 

waaruit nader blijkt, dat A^'jt'* = 1.2.3. . tiA** is. Op de bepaling 
van de viraarden der coëfficiënten Af B , . K, zullen wij straks terug 
komen. 

De algemeene formule (a) § 147 leidt , voor het geval van y = ^ , 
tot de volgende vergelijking , 

(jp + nA)* — (n) {x-\-{n—l)hy... q;: (n)(a?+*)» ± a?» = 1.2.3.. nA- , 
en voor alle waarden van m(^n , 
^••a?»= (a?4-«nA)» — (ni)(i?-f-(m — I)A)« .. TW(* + A)*±«*. 

Hierin ^ = O stellende , vinden wij nog de navolgende opmer- 
kelijke uitkomsten 

n»_(n)(n— l)» + (n)(n— 2)«. . ± (n) = 1.2.3.. n, 
A-(0-) = m« — (m) («I— 1)« + (w) (m— 2)» . . ±(m), 
A = 1 en m ^ n zijnde. Voor alle waarden van m ^n, wordt dus^ 

tnr — (m) [m—\)** + (m) (m— 2)« , . ± m = 0. 

S 150. Onder de algebraïsche fnnctiën, welker differentiën van 
hoogere orde zich gemakkelijk op eene algemeene wijze laten be*» 
palen , behooren in de eerste plaats die, welke bestaan uit een* 
product van factoren vormende eene gewone rekenkunstige reeks^ 
zoo als bijv. de functie 

y = a;(a? -h A) {x + 2A) . . (x+ (»— 1)A). 

Hierin x door x + h vervangende, vindt men 

y, = (a? + A) (ar + 2A) (a? -+. 3A) . (ar-f-nA). 
Derhalve 

Ay = nh(x H- A) (s 4- 2A) . . (x + (n— 1)A). . . 

Op gelijke wijze komt er , 

A*y = n(n— l)A»(s 4- 2A)(jr -f. 3 A) . . . (dr4-(n— 1)A) , 
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s 

en* in het algemeen, 

A-y = n(«— l){ii— 2)...(n — m-f.|)*-(* + mA)...(a?-f-(n— 1)*). (1) 
Voor m =z n vindt men, zoo als behoort ($ 149), 

A" y = 1.2.3 . . nh*. 

Zij nog 

_ A 

^ ~ x(x H-fc) {s -i- 2A) . . (a? + (n— l)fc) ' 



dus 



Ay = 



(a? + A) (i? + 2 A) (x+3 A) . . (o? -H n A) 

J 

i?(j? + A) (x + 2^ . . (a;+(n— 1)A) 
_ —nA h 

~ ar(iF-+-A) (af + 2A) , . (a? + nA) ' 

, _ tt(n + l)i<A' 

^^~ a?(a? + A) (j? + 2A) . . («^.(n + l)*)' 

en , in het algemeen , 

(_l)mn(n + l).:.(n + m— DiiA- 
^ x{a! + h)(x + 2h).. (x-h(n + m—\)h) ^' 

Om de achtervolgende differentiën van het product a'y te beko- 
men, heeft men 

Aa'y = a'+*(y-hAy) — a'y = a'^ia'' — l)y4-a*Ay), 
of, stellende ter bekorting 

a'^ '^l z=i A, en 



o* 



a* — 1 

Aa'y z^ Aa' iy^aAy). . . . • . . (3) 
Hieruit volgt 

A»a'y = ^{Aa'y4-aA{a'Ay)j 

= A*a' \ y 4- «Ay -l-aCAy -+■ aA«y) j 
=r: iV jy + 2«Ay4-a*A'yj- 
Op gelijke wij«e zal men vinden 

A'a'y = A^a' jy-{-3aAy-{-3aA«y4-a»A*y| ♦ 
en , in het algemeen , 

A-a'y = A^a' jy+(n)aAy-4- (n)a»A*y..--Hï**A'*y| » • (^) 
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welke uitdrukking ook vervangen kan worden door die , welke de 
form. (a) van $ 147 in functie der waarden van y, y^y y%>'yn 
oplevert. 

Indien wij de waarde van ^a'y volgens form. (3) schrijven onder 
den symbolischen vorm , 

Aa'y = Aa' (l+aA)y, 
dan laat zich de differentie der n* orde aldus voorstellen, 

welke na ontwikkeling met form. (A) geheel overeenstemt. 

Die formule is slechts een bijzonder geval eener meer algemeene, 
welke men voor de n* differentie van een product van twee wille- 
keurige functiën J en F van x kan verkrijgen. Wij hebben 
namelijk (S U6) 

A JF= ZAF + Cr+ADAX = JrAF4-r,AX, 

A«JF= A(JAr) + A(F|AJO 

= jrA*F+ AjrAF,+ aj:aFi + a*xFi 

= JA*r+2AJrAF,+A*XFj. 
Op gelijke wijze voortgaande bekomen wij achtervolgens 
A»l r =z JA» T 4- 8AXA* F, + 3A*JC A Fj + A' X F, , 
A*XF = ZA*F-^4Al'A»Fi+6A'XA>F,H-4A»JAF,-f- A*XF4. 

Men overtuigt zich spoedig dat de getal1en«coëfficienten der 
onderscheidene termen ook hier geene andere kunnen zijn, dan 
die der mag ten van een binom]um,en men dus in het algemeen zal 
mogen stellen 

A* JF = JA^F + (n) A-ÏA"-^ F, + (n) A^-ÏA— ^F, + (n) A'JTA— »F, 

4-A-XFn, (5) 

waarin Fp de waarde van F voorstelt bij den overgang van x 
in j? -4- ph. 

De juistheid dezer formule , welke roet die voor yXT, volgens 
$31 (I* D.) de meeste overeenkomst heeft, kan even als bij deze 
laatste opgemerkt is, ook daaruit blijken, dat zij voor eenige 
bepaalde waarde van n geldig zijnde, het insgelijks voor n + l 
wezen zal. 

S 151. Wij gaan thans tot het omgekeerde problema over, 
namelijk het bepalen der waarde van y,» in functie der differentiën 
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Tan Tcnchillende orde, waartoe men met weinig moeite aMm 
geraken kan. 

Uit de Tergelijkingen 

^1 = y + Ay , 

y» = yi+Ay,, 
yi = yiH-Ay„ 



y» = y,--i+Ay— 1, 
▼olgty door in de tweede de waarde Tan y^ te snbstitneren , 

Vt = y + Ay + Ay-l-A*y = y + 2Ay-f-A*y. 

Deze waarde Tan y, verTolgenf in de derde Tergelïjking oTer- 
brengende , komt er 

ys = y + 2Ay-f-A'y-f-Ay + 2A*y4- A'y 
= y + 3Ay-H3A'y-l-AV 
En op gelijke wijze Toortgaande, Terkrijgt men 

y* = y-f-My-h6A*y-f-M»y-f-A*y, 

en, in het algemeen , 

1 t t 

y, = y+(n)Ay + (n) A*y +(n)A'y . ..-HA"y. . - {«) 

Om zich Tan de juistheid dezer algemeene aitdrakking te OTer- 
tnigen, stelle men 

yn= y + Ahy-^Bh^y.. .+ A"y, 

waarin wederom de coëfficiënten A^ 1? . . ., Toor alle fanctiëu de- 
selfde bliJTen. Zij nu y = a' , dus y„ =ö*+"* zz: a**^.a'. Wijders is 

Ay = (a* — l)a', A'y = (a* — l)*a', enz. 

Derhalve geeft de voorgaande algemeene waarde van y» , na 
weglating Tan den gemeenen factor a' , 

a** = l+i4(a* — l)-f.l?(o* — ])> + . ..(a* — 1)\ 

Schrijvende thans in het voorste lid dezer vergelijking Toor a^, 
1 -+- a* — 1 , dan komt er 

a^ = (l-f-o* — ])• = l-|-(n)(a* — l)-|-(i)(a* — 1)» + . .. 

Derhalve zullen de coëfficiënten Aj j9. .. wederom met die van 
het binomium voor de n* magt moeten overeenstemmen. 

De vergelijking (a) , welke als eene tweede grondformule in de 
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leer der eindige differentiën mag beachoawd worden , laat zich 
ook onder dezen symbolisclien vorra voorstellen 

yn= (l+A)»y, iP) 

waarin, na ontwikkeling, elk product van den vorm A^y, de diffe- 
rentie der p^ orde van de oorspronkelijke functie y aanduidt. 

S 152. Men zou tot dien vorm ook aldus hebben kunnen gera- 
ken. Indien wij de bewerking, waardoor men in het algemeen van 
^{x) tot 9{a;-^h), dat is van y tot yi, overgaat, door een bijzonder 
teeken bijv. E vóór de eerste functie te plaatsen, aanduiden, dan 

heeft men 

y^ = Ey = y + Ay = (1+A)y, 

zoodat de bedoelde bewerking overeenkomt met die , welke door het 
zamengestelde teeken (1+A) aangewezen^ wordt. Met behulp, dezer 
nieuwe notatie, mag men alzoo , bij den overgang van y^ tot y^iS^ellen 

y, =z Ey^ = E.Ey = E^y = (1 +A)2y , 

Op die wijze voortgaande, en door E* eeniglijk aanwijzende 
eene n maal herhaalde gelijksoortige bewerking , even als d'* en 
A** zulks voor de differentiatiën met oneindig kleinei en met ein- 
dige verschillen aanduiden , komen wij terstond tot de algemeene 

uitdrukking 

E-y = yn= (H-A)-y (a) 

De form. (a) van § 147 laat zich thans ook onder dezen vorm 

voorstellen 

A"y = (E — l)»y, 

met in achtneming om, na ontwikkeling van het tweede lid , voor 
J5"*y overal te schrijven y^. 

Men zal gemakkelijk inzien, dat de achtervolgende bewerkingen 
door de zamengestelde teekens Al^ en EA aangeduid, gelijke uit- 
komsten moeten opleveren , of met andere woorden , dat 

EAy = AEy 

is, waaruit verder volgt 

E^A^y =. A'EPy = A^yp . 

Van deze eigenschap uitgaande, kan men alsnu uit de vergelijking 

(jB — Zi)y = y, 

onmiddellijk deze afleiden, 

y = (jB — A)" y = y- — i«) Ayn-i-4- W A*y«-2 . . . ± A"y , . {?) 

IL 21 
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zijnde eene andere betrekking tusschen yn en de differentiën der 
yerschillende orden, welke echter Toor de toepassing minder geschikt 
is dan de formule (a) van $ 147. 

Wanneer men in de voorgaande vergelijking y door A**y vervang^t, 
dan geeft zij nog de navolgende 

A"*y = A-y»— nA"'-^^y»-i+ (n) A'^'^-yn-i . . .± A"*-^*y. . (r) 

§ 153. De hiervoren ingevoerde notatie levert een onmiskenbaar 
voordeel op bij het opsporen van nieawe betrekkingen tasschen 
de functiën in haren veranderlijken toestand en de differentiën « 
welke daaruit voortvloeijen. 

In de eerste plaats kunnen wij bij het voorzetten van de rij 

é 

naar de linkerzijde , de termen 

y_i, y_2, y-3 . . . y-«, 

welke met negatieve waarden van h overeenstemmen , thans voor- 
stellen door 

E-'y , E-^y . . . £-y , 

zoodat in het algemeen E'Py hetzelfde beteeken t als ^(jp — ph). 
De negatieve exponent in E-^ duidt hier de omgekeerde bewerking 
aan van die, welke door jEJ wordt aangewezen, namelijk de overgang 
van y tot y-i. Zoodanige bewerking p malen herhalende, komt 
men van y tot y_p , hetwelk door den exponent p in E-p wordt 
aangeduid. 

Daar nu E~^ of — = in de oneindige reeks 

1— A + A* — A' + enz., 
kan ontwikkeld worden, mag men hieruit terstond afleiden 

y_i = E-iy = f——.)y z= y _ Ay 4- A»y — A»y + enz. 

^ 1 -f- A"^ 

Zoo men die reeks bij den term ± A^y afbreekt, zal de rest 

)y z= -I- AP-*-^y-i. Op de ge- 
wone wijze te werk gaande, komt men aldus tot dezelfde uitkomst. 
Uit de vergelijking 

y-i = y— Ay-i, 
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▼olgt namelijk door achtervolgende differentiatiën , 

Ay~i = Ay — A*y-i, 
A*y-i = A*y— A'y-i, 



A^y-i = A^y— AP + ^y-i. 
Derhalve, na sabstitutie der waarden van a^-i» ^^y-i enz, 
y-i = y — Ay4-A*y.. . ± A^yTAP+^y-i. 

s 

Is y een polynomium van den p^^ graad , dan bestaat de voor- 
gaande reeks uit p + 2 termen. 

Op gelijke wijze mag men verder beslaiten , 

y-n = E-^y = {jzrrYy = y — nAy + -i^3LJA«y 



-HA 

_n(n-4-l)(n + 2) 



A'y + enz. 



ten blijke a1zoo,dat de algemeene form. (a) §152, insgelijks voor 
negatieve waarden van n geldig is. Vervangt men thans y door 
A*"y 9 dan zal men uit de voorgaande reeks tevens kannen afleiden, 

^"^"" ~ ( (1 ^A)n ) y = A-y— nA"+^y + ^?^^5^^A«+^ 



(1 + A)' 

n(n + l)(n4-2) 



A** "**^ + enz. 



1.2.3 
Even zoo volgt uit de vergelijking 

(^ — A)yn = y», 
yn = (E — A)-**y« = (E-^-hmE-^-^A 

H YY~^ £— 2 A*4-enz.} y« , 

of, omdat E^Pyn en E—Pt^yn hetzelfde voorstellen als yn-p en A*'yn— j», 

m f m + 1 ) . 

yn = yn-m + WAyn-m-1 H r-^ ^ A*yn-m-2 

m(«+l)(m+2) 
H j-2*3 A'y»-m~3 -f- enz. , (1) 

waarin voor m een willekeurig positief geheel getal kan genomen 
VForden. 
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Hierin y„ door A''y« vervangende, bekomen wij nog de navol- 
gende al genieene ontwikkeling 

A*'y» = A^'y— «+ mA' -^ ^ y«-«-i + ^7" ^ A•'-^ 2y^„_2+ent. (2) 

Alleen in het bijzonder geval dat y eene gebeele rationale algpe- 
bralscbe fanctie van x is, zullen de voorgaande reeksen uit een 
eindig aantal termen bestaan. 

§ 154. Reeren wij, na deze korte uitweiding, tot de algemeene 
formule 

yn= y-+-(n)Ay + (n)A'y + (n)A«y... + A*y 

terug, ten einde baar in de eerste plaats op het geval van d;z= O 
Tan toepassing te maken. Indien wij alsdan nh door Sf en dus n 

door ■- vervangen ; wijders voor y en y» schrijven yQ en tfs , too 

Terkrijgen wij de navolgende uitdrukking voor y, , beschouwd als 
eene functie van ar, 

y. = y. + ^- Ay,+ -j;;^^ A'y. + ,.2.3fc« A'yo+enz.(l) 

waarin a; ondersteld wordt een veelvoud van h te zijn. Hierdoor 
laten zich de waarden van ygz=zq>(x) bepalen , welke met x:=:hy 
2h, Zh enz. overeenstemmen, zoodra de eerste termen van de 
rijen der opvolgende difierentiën bekend zijn. 

Is nu y.v een rationaal polynomium van den m^ graad, en dus 
van den vorm 

dan zal het tweede lid der vergelijking (1) geene differentiën van 
eene hoogere orde dan de m^ kunnen bevatten , en na ontwikkeling 
der daarin voorkomende producten, wederom een polynominnb van 
den voorgaanden vorm opleveren, welke met dezen volkomen iden- 
tiek zal zijn, en dus niet alleen voor de bijzondere vvaarden van 
a? :=:0, h, 2A, 3A, ... m/i, maar tevens, voor alle willekeurige waarden 
van X , dezelfde uitkomsten als ^{x) moeten opleveren. Immers , laat 
^'(x) de ontwikkeling van y^r . volgens vergelijking (1), voorstellen. 
Waren nu ^{x) en ^'{x) niet identiek, dan zou er tusschen deze 
beide functiën een verschil ^{x) moeten bestaan, en aangezien zij 
elk gelijke uitkomsten voor de hiervoren genoemde w-4-1 bijzon- 






ZEVENTIENDE LES. 325 

dere waarden vaa x opleveren, zal het verschil ^{x) voor elke 
dezer waarden moeten verdwijnen, waartoe vereischt wordt dat 
die functie van den vorm 

x{x — }C)[x — 2^) . . . [x — mh) X 

zij, en alzoo minstens tot den (m-f-l)^ graad opklimme, hetgeen 
strijdig is met de onderstelling bij de functiën ^[x) en <f'[x) ten 
gronde gelegd. 

Het blijkt dan hieruit, dat elk polynomium van den vorm 

y, =: a + a^x + a^x^ . . .-|-«ma?"*, 

voor alle waarden van ^, zal kunnen herleid worden tot den iden- 
tiek en vorm 

^ X ^ , x(x — A) ^ ^ , (v(x — h)...(x — (m — l) h) ^ 

waarin h eene willekeurige waarde bezit, en Ayo».A*yo •• • A*",yo 
de eerste termen zijn van de rijen der opvolgende difierentiën van 
de funjctie y^ , indien de waarden van x , te rekenen van x =: O ^ 
achtervolgens met het standvastig verschil h toenemen. Daar wij- 
ders deze identiteit onafhankelijk is van de waarde van m, mogen 
wij uit het voorgaande tevens besluiten, dat zoo ^(x) eene wille- 
keurige functie van x voorstelt, vatbaar om in eene convergerende 
reeks van den vorm 

«o + a^x -f- «jO?* + flja;' + enz . , 

te worden ontwikkeld, en het verschil h hierbij tot eenheid aan- 
genomen wordt, die functie alsdan insgelijks door de oneindige reeks 

x{x — 1) ., , x{x — \){x — 2) 
yQ + ^Ayo+ j 2 ^ yo-\ YYÏ ^A»yoH-enz., (2) 

zal kunnen uitgedrakt worden, zoodat dergelijke functiën zich 
tevens onder den symbolischen vorm (l+A)'2/o laten voorstellen. 
Wil men nu de laatste reeks onmiddellijk uit de voorafgaande afleiden, 
dan zal men de betrekkingen moeten kennen tnsschen de coëffi- 
ciënten a en de differentiën van verschillende orde der functie y 
bestaande. In de volgende les zullen wij die betrekkingen op eene 
gemakkelijke wijze leeren vinden. 

§ 155. De algemeene formule (a) (g 152), welke de ontwikkeling 
van yn of van ^{x-^nh) bevat, laat zich nog aldus vervormen. 
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Stellende nA = a en das n = ~ , dan verandert zij in 

SP(*-H»)r=y,4.« = (H-A)*y, = y, + ^Ay* + ^~^^ A*y* 

a(a— «(a— 2*)^, ^ ,,, 

+ 1.2,3 M ^ A'y. + enx. (I) 

Is a een veelTOud van ft, dan zal de reeks noodzakelijk erg^ens 
afbreken. Zulks zal insgelijks plaats vinden bijaldien y, een ratio- 
naai polynoniiam van den m*^ graad is , als wanneer alle difierentiën 
van hoogere orde dan de m* zullen verdwijnen. In elk ander geval 
bestaat de reeks uit een oneindig aantal termen, en zij kan 
alleen dan de ontwikkeling van y^+a of f>(^ + a] voorstellen, 
indien zij convergent is. Ten einde een kenmerk voor die conver- 
gentie op te sporen , zullen wij de reeks bij een' vnllekenrigen term 
afbreken, en de daarbij behoorende rest, onder een' eindigen 
vorm trachten uit te drukken. 

Stellen wij te dien einde 

a a{a — W ,, 

ys-i-a= y,-|--Ay*H — 1 2 h* ^' ' ' ' 

a{a — h)..{a — {n — 2)h) 
"+" 1.2.3. .n-l./i«-i ^ y.-f-A», .(2) 

waarin Rn de rest of som der overige termen aanduidt, wanneer 
men de reeks bij den n*° term afbreekt. 

IVu laat zich die som onder een* symbolischen vorm aldus voor- 
stellen 

« /0\ * I* « — wA ^ (a—nh)(a — (n+l)ft)^. . 

^'=(ü)^1' + (7:M)A^-^ (n+l)(n+2T/i» ^ ^'+'"'-{y-' 

waarin (■-) de n** binomiaal-coëfficient behoorende tot A**yx aanwijst. 

De reeks tusschen de haakjes besloten zal, zoo men A voor een 
oogenblik als eeiie grootheid beschouwt, steeds eene waarde op- 

a—nh 

leveren <(l-f-A) '* • Zij kan derhalve voorgesteld worden door 

(H-A) ' ' 
i een getal < 1 zijnde. Hierdoor verkrijgt Rn dezen eindigen vorm 

»\a— nA) 

(^)A-(l+A)~*~y, , 
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a 



en omdat (1 + A)''y, bier hetzelfde beteekent als yx^a, zal 

(1 -f- A) * y# eene symbolische voorstelling zijn van yx+i(a-nh), 
of ^(^ + i{a — nh)). Diensvolgens Iaat »ich de rest jR„ , behoorende 
bij de n eerste termen der ontwikkeling van 9{a; + a) aitdrakken door 

uiZfj;^^ • ^ ^^^ ^ *^" "^ **'^»- 

Tot d^ convergentie der reeks wordt nu eeniglijk vereischt dat 
het voorgaande product, voor toenemende waarden van n, tot nul 
nadere. Deze omstandigheid zal altijd plaats vinden , zoodra ^(^) 
eene onafgebroken functie is tusschen a? en ^ + a. Immers , daar h 
naar welgevallen klein genomen kan worden , zal A'*y« alsdan , voor 
alle waarden van n, eene eindige grootheid blijven, terwijl de 
factor 

a{a—h).,{a — (n—l)h) 
1.2.3. .nfc^ ' 

zoo als ligt te betoogenis, voor toenemende waarden vann, nul tot 
limiet heeft, waardoor men derhalve van de convergentie der reeks, 
in de onderstelde continuiteit der functie y, altijd verzekerd is. 

Nemende a = nfc, en dus een veelvoud van h, dan herleidt zich 
de rest tot den eénigen term A"y* , hetgeen met het vroeger opge- 
merkte overeenstemt. 

In de VP les der DifferenOaal-rekening hebben wij de reeks van 
Tatlor uit de voorgaande afgeleid. De hier voren gevondene waarde 
voor de rest Rn stelt ons tevens in staat daaruit onmiddellijk die 
Toor de eerstgemelde reeks te bepalen. Door namelijk slechts h of 
A« in dx te doen overgaan, verandert 

a{a — fc)...(o — (n— l)fc) . o- 



in 



1.2.3 ••.tl 1.2.3..YI 

^«^(ar 4- i(a — nh)) dZ^{9 + ia) 

en in 

/i" da?" 



a" 



Derhalve R zii — — — <p^ (x -f- ia) , 

1.2..n 

even als ter aangehaalde plaatse uit geheel andere gronden betoogd 
is. Voor :r = O, en a =: jt, gaat de reeks (2) over in 
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^(s-4)..(r-(n~2)A) 

^ 1.2 .• (« - 1)A-^ ^ yo + iJ-. 

mnde «« = -i -i-i -' AXt(* — iiA)). 

1.2 „nhr 

In het bijzonder geval Tan A = 1, ontstaat er de reeds in § 154 op- 
gegevene reeks voor de ontwikkeling van q>(x). De daarbij behoorende 

n 

rest is Rn = (x) tJ'f[i{x — n)). Die reeks zal dus convergent zijn in 
elk geval dat ^[x) eene onafgebroken fanctie van x is tusschen O en s, 

§ 156. Het verdient opmerking, dat men de reeks door de rest 
Rn in de voorgaande formale aangeduid , tevens in eene andere ver- 
Yormen kan, waarin de difTerentiën tot geene hoogere orde dan de 
n' opklimmen, hetgeen in vele gevallen tot eene meer gemakke- 
lijke berekening der waarde van y^ kan strekken , zoo dra een zeker 
aantal bijzondere waarden van y gegeven is. 

Om hiertoe te geraken schrijven wij voor An, de reeks 

waarin -T», X„^i, Xn^2 enz. in de onderstelling van A = 1, de 
binomiaal-coëfüciënten 

f» n-+l «-H2 

(x) , (x) , (x) ... enz. 

aanwijzen. . Wil men nu alle hoogere differentiën dan die der n' 
orde uit de voorgaande reeks verdrijven , zoo schrijve men haar 
onder den symbolischen vorm 

{J, + J„^.i(£;— 1) + J„^2(^— 1)*+ enz. }A-yo. . . W 

welke vatbaar is om, door ontwikkeling der magten vanJS — 1, tot 
dezen vorm 

\X -{-X ,J5+Z' ^J5>-F . . . enz.|A"yo • • • («'^ 

herleid te worden.. Volgens de gewone notatie stelt die reeks de 
navolgende voor 

JT^ A-yo+Ji^l^iAVi-HJr^^^A-yj-H . . enz. 

Het problema komt dus eeniglijk hierop neder, om de coëfficiënt- 
ten X' in fanctie van o; en n uit te drukken. 
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Uit de onderlinge vergelijking der identieke vormen (a) en (a'), 
laten zich spoedig de navolgende betrekkingen tosschen de coëffi- 
ciënten X en JT' opmaken , 

X = Xi — -ï« -H 1 + X» ^, 2 — Xn ^ 3 + en*. 

X . :=■ -ï»^ 1 — 2Xn^ 2 "4- 3Xn ^. 3 — ■4X»j.4 — cni. 
f 

X Z=. Xn^2 3Xn + 3 + 6^»-4.4 10Xnj.5 + en2. 

enz. enz. 

waar P| P, • . • de getallen- waarden der binoraiaal -coëfficiënten 
voor de magt — (/H-l) aanduiden. 
Vermenigvuldigen wij thans de reeks 

, , a xP-*-i 1 , P, P, P3 
met ( ) = ■ zz: 1 +— i + enz. 

dan komt er vooreerst 

1 2 

ap + i (l-f-a)'-^-i=: aP-i-^ + isi; — p--l)aPH-2 + (4r— p— l)aP + 5 + . . 

«—1 
waarin (x — p — 1) de coëfficiënt is bij de magt op-ir'* behoorende. 

In de ontwikkeling van het product der beide voorgaande oneindige 

reeksen zal de coëfficiënt van diezelfde raagt blijkbaar lot waarde 

hebben 

waaruit wij, door p achtervolgens = 0, 1 , 2,3 ... te stellen, tot 
deze eenvoudige uitdrukkingen voor de onbekende coëfficiënten X' 
geraken , te weten : 

x; = (* - 1). < ^ 1 = (* -2) , < H. 2 = (^^) ' «"»• 

en in het algemeen 

n-l 

X = (x—p — l). 

Men verkrijgt derhalve voor elke onafgebroken functie van x, 
indien men zich tot de difierentiën der n' orde bepaalt , 
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«—1 •— I «—1 

4.(j?_l) A-y,-t-(jr — 2)A-yi + (jr — 3)A"y,-f-enï. . . . (l) 

welke reeks, in geval y« een rationaal polynominra yan jt voor- 
stelt , steeds ait een eindig aantal termen zal zamengesteld sijo C*). 
Deze omstandigheid vindt insgelijks plaats zoo dikwerf men voor 
s een geheel positief getal neemt. 



(*) Deze reeks stemt overeen met die , welke door Prof. Sghömilcb langs 
een' anderen weg , doch bg wijze Tan inductie verkregen is. Zie zijne Theorie der 
IHfferenMen und Summen, 1848, blz. 23. 



/ 
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Onderling verband tusschen de eindige differentien en 
de differentiaal-verhoudingen van verschillende orde» 

S 157. Volgens de reeks van Tatlor, hebben wij 

^^ ^ ^ ^ c/a? J.2tfa;« 1.2.3d*» 

Schrijven wij hierin d*»y voor het n« differentiaal-quotiënt vany, 
dan laat zich de waarde van y, door de navolgende symbolische 
vergelijking voorstellen 

y, = (H-A)y = Ey = jl +fca + _l.+ ^-^ + eni.jy, 
of wel JBy = (l-|-./\)y = «*^y, 

waarait blijkt, dat de bewerking waardoor nien van y tot y^ 
overgaat, even goed door e^^ , als door E of door (1 + A) kan wor- 
den aangeduid , en men zich dus hierbij n^ar welgevallen van een 
dezer drie teekens kan bedienen. Hieruit volgt verder de symboli- 
sche vergelijking 

Ay = (e'^ — l)y. 

Door achtervolgende herhaling derzelfde bewerking , mogen wij 
tevens uit de voorgaande vergelijking tot deze meer algemeene 

A"y = (e'^S — l)«y . . . 7 . . . (a) 

besluiten, welke ons, na ontwikkeling van het tweede lid, in 
staat stelt de differentie van elke orde in functie der differentiaal* 
qucTtienten van dezelfde en van hoogere orde uit te drukken. 

De juistheid der verg. (a) kan daarenboven aldus bevestigd worden. 

Uit de formule 

Ay = Wy-t- — J*y-l-^&'y + enz. 
volgt; met inachtneming van het betoogde in $ 146, 
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A*» = hdAy -+- Y 3 *A» -I- 23 y^y ■+■ «*■ 



= * j *d»» H- ^ J»» + ^ a*y -4- «>•• I 

welke ontwikkeling^, naar de magten van h geordend, den navol- 
genden Yorm aanneemt, 

waarin A ^B,.,^ getal len-coëfficieo ten aanwijzen. 

Met deze reeks op dezelfde wijs als met die voor Ay te werk 
gaande , zal men spoedig inzien , dat de differentie der derde orde 
den vorm 

fcspiy _|_ A' k}/^y + B' A»d«y + enz.) 

verkrijgt, en men alzoo in het digemeen zal mogen stellen, 
A*y = A"{d*y + /»i*a*"*-*y-hP,A-5-"*-2y + enz.). 

Deze nitdrakking voor alle fanctiën , en das ook voor y = e*, ^\d\^ 
zijnde, geeft in deze bijzondere onderstelling 

AV = (e*— XYe* = *-«'{l + P^h + PjA* + P,*» + -O » 
of (e*— !)- = (&+ lM + ^+...r = '^- + /*i'^-'^*+Pifc-'**'+... 

tén bl^ke, dat de coëfficiënten P dezelfde zijn als die der magten 
van h in de ontwikkeling van (e* — J)*, en de gestelde symbolische 
vergelijking alzoo naauwkeurig is. 

% 158. Omgekeerd laat zich nu tevens een algemeene vorm aan- 
wijzen, waardoor men de differentiaal-quotiënten van y, voor eeae 
vdllekeurige orde, in functie der opvolgende eindige differentiën 
dezer functie kan uitdrukken. 

Stelt men narael^k in de vergelijking 

A-y = (^^ — I)*y 
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achtervolgens n= 1,2,3..., dan laat zich daaruit de navolgende reeks 
afleiden : 

Ay — - A*y + - A»y — 7 A*y -f-enz. 
2 3 4 

= j (,*a _ 1)_L__L + ^___1 _ L_^ + enz. 1^^ 

of f(H-A)y = l{e^^)y = Wy. 

Derhalve Jiy = tK^+ A)y. 

Hierait volgt, door eene tweede differentiatie, 

B«y = ^ia+A)Jy =^0(H-A))*y, 

en dus in het algemeen 

d«y = L(/(i4.A)>y («') 

Van de juistheid dezer symholische vergelijking kan raen zich 
wederom verzekeren door op te merken , dat d"y noodzakelijk den 
vorm 

i- {A"y H- Pi A"^-iy + P,A*"*-2y + enz.) 

aanneemt , en deze uitdrukking vervolgens op de functie y = «' van 
toepassing te maken. 

Volgens het gevondene in $150, heeft men 

A**a'y = ii"a'(I-höA)'*y, 

waarin ^4 = a* — 1 en a = , 

a* — 1 

dus Aa zz: d^ is. 

Indien wij in dezen vorm A door «*^ — l vervangen, gaat hij over in 

welke nieuwe vorm geschikt is , om de waarde van i^a'y in functie 
der achtervolgende differentiaal- quotiënten te ontwikkelen. 

% 159. Ofschoon de vergelijkingen (a) en [a') der voorgaande §§ het 
voordeel opleveren, de waarden van de differentiën en differentiaal- 
quotiënten van hoogere orde op eene algemeene wijze onder eenen 
vrij eenvoudigen vorm voor te stellen , zijn zij echter weinig geschikt 
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om de getallen^waarden der daarin voorkomende coëfficiënten , voor 
de achtervolgende waarden van n, spoedig te doen kennen, of daann 
eenig verband te ontdekken. 

Het sal uit dien hoofde niet ondienstig zijn hier een bijzonder 
algorithnms mede tedeelen, waardoor men in staat gesteld 'wordtdie 
coëfficiënten , voor elke der beide ontwikkelingen , op eene gemak- 
kelijke wijze te berekenen (*). 

Wij beginnen met die voor A*tt. Zij y« = ^{^+mh] volgens de 
reeks van Tatloh ontwikkeld , dan heeft men 

Laat men hier in m met de eenheid aangroeijen, dan komt er, 
door van elk lid der vergelijking de difierentiè ten opzigte van m 
te nemen, 

Ay« = fcjy +— A(m*)yy + — A(m») ^y + enz. 

Opnieuw in denzelfden zin differentiërende, bekomen wij achter- 
volgens 

A>y«. = YA>*)yy + ^AV»)yy4-enz., 

A*y«. = 23^'^^'^^'y"*^2n^'^"**'^*^"*"®°*" 
en in het algemeen 

A*ym = _— — A"(m")a'»y+r-irö -YA-Cm-^-ïja^-^iy + enz. 

i,Z,ö,,n l.Z.o..fi-i~~^ 

De coëfficiënt van d^y in den eersten term herleidt zich blijkbaar 
tot fc**, uit hoofde van A*(m«) = ].2.3..n. Stellende vervolgens «= O, 
en noemende A^lO^ de waarde, welke A^fw»*") i" <ïie bijzondere onder- 
stelling verkrijgt, dan verandert de voorgaande formule in 



H-l 



{*) De hier verklaarde handelwijze is dezelfde als die , welke wij reeds in den 
jare 1833 in de Terhandelingen van het wiskundig genootschap Een onvermoeide 
arbeid komt alles te hoven bekend gemaakt hebben. 
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Deze uitdrukking is dezelfde als die van den Engelschen wis- 
kundige Briuklbt, door Lagboix op eene andere doch meer omslag- 
tige wijze betoogd (*). 

Om nu de getallen -waarden der nog onbekende coëfficiënten te 
berekenen, stelle men «'^ = Pr , 

dan is Pr = tnPr-i , 

en hiervan de achtervolgende differentiën nemende ten opzigte van 
m, heeft men 

AP. = Pr-i + (m + 1) AP,_i, 

A*Pr= 2AP,_i + (m + 2) A>P,^i, 
A'Pr = 3 A »Pr-.i + (m + 3) A »Pr-l , 
en in het algemeen 

A-Pr = n A--ïPr-i + {m-{'n) A"Pr-i. 

Laat nu p de waarde voorstellen, welke A^Pr of A"(m*") voor 
m = O verkrijgt, dan leidt de voorgaande algemeene betrekking 
tot deze zeer eenvoudige 

waardoor de coëfficiënt behoorende tot d''y , voor elke waarde van 
n , spoedig kan afgeleid worden uit zijn onmiddellijk voorafgaande 
in dezelfde rij en uit den daarmede overeenstemmende in de rij 
voor n — 1. Men behoeft namelijk slechts de som dezer twee coëf- 
ficiënten te vermenigvuldigen met het wijzer-getal n. 

Voor n = I is p N>f A(0»') blijkbaar gelijk aan de eenheid voor 
alle waarden van r. Hieruit ontstaat nu het navolgende op de 
verg. (2) gegronde schema voor de berekening der bedoelde coëf- 
ficiënten. 

Waarden van r = 1. 2. 3. 4. 5. ' 6. 7. enz. 

Coëfficiënten voor n = 1 

n = 2 
n = 3 
n = 4 
n — b 
n = 6 
n z= 7 
enz. 



1. 1. 1. 


1. 


1. 


1. 


1. 


enz. 


2. 6. 


14. 


30. 


62. 


126. 


enz. 


e. 


36. 


150. 


540. 


1806. 


enz. 




24. 


240. 


1560. 


8400. 


enz. 






120. 


1800. 


16800. 


enz. 








720. 


15120. 
5040. 


enz. 
enz. 



enz. 



(*) Zie sijn Traite du calcui dtff, et integr. , Tom. IIÏ , pag. 64 



336 INTEGRAALREKENING. 

Elk deier coëfficiënten nog door het product 1 .2.3 . . r moetende 
gedeeld worden , xoo bekomen wij hierdoor de navolgende ontwik- 
kelingen Toor de waarden van de achtervolgende differentiën der 
functie y. 

A*y = A*yy + 2A»d*y + ^* ö^y + ^ ^'^ "^ ^"'' ^^^ 

A«y = *«yy "*" T ^^ "*" "T" *^ +«"*• 
A^y = A«yy + 3AVy + en*- 

De waarde van den algemeenen coëfficiënt — - — laat zich tevens 

2.3. .r 

regtstreeks in functie van n en r uitdrukken. Immers zal deze 
coëfficiënt , naar aanleiding der grond formule 

A»y = (e*^ — 1)* y , 

dezelfde moeten zijn als die, waarmede z^ in de ontwikkeling van 
(«* — 1)** is aangedaan. Nu is de coëfficiënt van s^ in de reeks voor 

«**, — , waaruit het niet moeijelijk valt te besluiten tot de 

2.3 • . f* 

algemeene formule 

pf^ = n' — (i)(n~l)-+(n){n — 2r — (n)(n — 3)'-...±eni. 

Met toepassing op de algemeene waarde van A'^üp'** geeft de for- 
mule (1) de navolgende, 

, (•) 
/ hp 

' \ 2.3..n + l 

+ * ^m— *-2 I enz .( , 

2.3..n+2 > 

welke voor geheele waarden van m , steeds uit een bepaald aantal 
termen zal bestaan, en waarin nu de verschillende coëfficiënten 
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p , « . . , allen in de liier voren opgegevene algemeene uitdruk- 
king voor p begrepen zijn. Voor bijzondere waarden van n zal 
het verkieslijk zijn zich van het stelsel (A) te bedienen. 

§ 160. Bij het bepalen der wijze , waarop de coëfficiënten in de 
ontwikkeling der ditferentiaal-verhoudingen van verschillende orde 
uit elkander zijn af te leiden, zullen wij nagenoeg denzelfden weg 
als voren inslaan. 

Schrijven wij te dien einde de algeraeene waarde van y» , volgens 
forra. (a) van § 151 , onder dezen vorm 

yn= y + iViAy + iVjA'tz + iVsA'y+enz., 

p 
waarin dus Np = (n) de p'binoniiaal-coëfficient der n" raagt aanduidt. 

Differentiëren wij deze vergelijking ten opzigte van n, en stellen 
wij vervolgens n = 0. Zij N de waarde , welke het r* differen- 
tiaal-quotiënt van Np in die bijzondere onderstelling verkrijgt , dan 
zal men, omdat y, Aj/, A^y»-. slechts functiën van a? zijn, en 

— i_ __ — L^ ./ alsdan m h'è'^v overgaat, door herhaalde diffe- 

dn^ dnr ;/ o » 

rentiatiën, de navolgende vergelijkingen bekomen, 

h^y = iVf^Ay +iV^^AV + ^^A»y-+-^lVy+enz. 

1 Z S l 

h^yy = N^A^y -f- iV^^A V + ^^^A»y 4- N^A^y + enz. 

Nu bestaat tusschen twee opvolgende binomiaal-coëfficienten 
JVp-i , Np, de bekende betrekking 

waaruit na differentiatiën , ten opzigte van n, de navolgende afge« 
leid worden, 

dn p ^ ' P ^ dn 

dWn 2 diVp_i ,n— p+K d»JVp->. 

+ ( — ;; — ) 



dn' p dn ^ p ^ dn^ 

d ''Nn m d'^^Np i , /« — f + 1 \ d^Np-\ 

dn'* p dn**~^ ^ p ' dn*^ 
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Stellen wij hierin nz=r O, waardoor de coëfficiënt Np^i insgelijks nul 
wordt, dan vindon wij, ingevolge onze hiervoren aangenomen notatie, 

p^;*+(p-l)^;!:, = 2aj;^, (d 

Daar V '^^ voor alle waarden van p, = 1 wordt, zal men, door in de 
eerste der* voorgaande vergelijkingen voor p achtervolgens p — I , 
p -. 2, enz. te stellen, daaruit gemakkelijk afleiden piV^^===p I, 

en dus iV^ =:ip-, naar dat p even of oneven is, waardoor raen 

pp * 

voor de waarde van c^y, volgens de hiervoren opgegevene uitdruk- 
king, terstond bekomt 

hèy = Ay-^ - A'y + ^ A'y — j A*y + enz., 

hetgeen met het reeds gevondene in $ 158 overeenstemt. 

Om de tweede der vergelgkingen (1) op te lussen, schrijve men 
daarin voor p beurtelings p — 1 , p — 2 , enz. , dan ontstaan hieruit 
de navolgende betrekkingen , 

enz. enz. 

11 1 ' 

welke door aftrekking en optelling geven , 

of wel, indien men , op grond der algemeene waarde van N , eeniglijk 
op de getallen -waarden dezer coëfficiënten acht geeft , 

naar dat p even of oneven is. 

Op volmaakt gelijke wijze laat zich uit de derde der vergelijkin- 
gen (1) afleiden, 

en het is ligt in te zien , dat men , op die wijze voortgaande , in 
het algemeen zal vinden 
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p p f m— 1 m «»-fl p—l 

Deze laatste vergelijking levert nu een eenvoudig middel op ter 
berelceninj der coëfficiënten in de ontwikkeling van A**^"'!/, met behulp 
van die der ontwikkeling van fc**-"^d"*"'^y. Het bestaat namelijk hierin. 
Om den coëfficiënt van A^y te berekenen , neme men de som der coëf- 
ficiënten van de voorafgaande rij tot op dien van A''"~^y ingesloten , 
zonder hierbij op de teekens te letten. Vervolgens vermenigvuldige 
men die som met het orde-getal van het difierentiaal-quotient , en 
deele het product door den aanwijzer p van den term zclven. 

De aldus bepaalde coëfficiënten zullen , te rekenen van den 
eersten , beurtelings met het positieve en negatieve teeken behooren 
aangedaan te zijn. Nnar dezen regel kan die berekening voor de 
opvolgende waarden van m op de wijze plaats hebben , als in het 
navolgende schema voor oogen gesteld wordt. 

Waarden van p = 1.2» 3^. 4. 5. 6. 7. 8. enz. 

4 
Coëfficiënten der termen van 



h^yy. 



ft*»*y, 



h'h'y , 



h'i'y. 



1 


1 


l 


1 


1 


1 


1 


1 2 


3 


P"4 

4 


5 


6 


7 


8 


« 


3 


11 


25 


137 


49 


363 


l 


2 


6 


Ï2 


60 


20" 


140 


^ 


« 


11 


5 


137 


7 


363 


1 


• 1 


12 


6 


180 


fïï 


560 




1 


n 


35 


15 


203 


469 




1 


2 


12 


4 


45 


90 




m 


3 


7 


15 


29 


469 




I 


2 


l 


8 


15 


240 






1 


5 


17 


49 


967 






2 


V 


8 


120 






1 


2 


17 
"6 


7 
2 


967 
240 






1 


3 


35 


28 








6 


3 








% 


5 


25 


35 








1 


2 


6 


6 






1 


7 


23 










2 


3 










1 


3 


23 
4 



enz. enz. 
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Ingevolgde de zoo even verkregen aitkomsten hebben wij derhalve 
de navolgende reeksen voor de ontwikkeling der differentiaal -quo- 
tiënten in functie der differentiën van gelijke en hoogere orde. 

My = ^y — 2 ^^ï'+s ^-y — j ^*y"*"5 ^*y— g ^'y +«"*• 

11 5 137 7 ^ft^ 

3 7 15 29 469 

*»»»y = A»y — 2 A*y+ j A»y— g- A•y-^|^ A'y — ^ A*y + ent. 

17 7 967 

A Vy = A*y — 2A«y +-^A«y — 2 A'y + 2;^ A«y — eni. 

5 25 35 

fc»yy = A«y — 2A«y+-^A^y— ^A«y + en*. 

23 

A«d«y = A«y — 3A^y +-7- A«y — ent. 

7 
A»^»y = A^y — - A*y + eni. 

m 

enz. enz. 

S 161. Wij zijn thans in staat gesteld, in elke ontwikkeling^ van 
y« volgens eene oneindige reets van den vorm 

tto + a^s + a,** + ajjf ' + enz . , 

de waarden der coëfficiënten a nit te drukken in functie der diffe- 
rentiën van verschillende orde afgeleid uit de rij 

yo. Vi» yj» yi- • -enz. 

De reeks van Haglaubin geeft namelijk , 

«o = yo. «1 = Syo. «1 = jy, «j = yyI enz. 

Op grond der voorgaande uitkomsten vindt men derhalve , na A = 1 
gesteld te hebben , 

«o = yo» 

«1 = Ayo— 2 ^'^«"^3 ^'yo""4 A*yo + g A«yo— enz. 

a, = - A'y.-2^'yo + 24A*yo~j2^ y^-^-SëO^ y~^"*- 
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«» = Q ^*yo— 7 ^ yo + öT ^ y»""Ï6 ''^ yo+eni. 

"♦ = 24 ^*y«-B ^'^•■^144 ^•y.-«>«- 

enz. enz. 

Uit de in S 160 verklaarde rekenwijze , zal men thans gemakkelijk 
kunnen opmaken , dat de coëfficiënt van eenigen term A^'yo 9 ^^ ^^^ <^cr 
voorgaande rijen gevormd wordt dqor de som der coëfficiënten in de 
voorafgaande rij , tot op dien van A^^^yo ingesloten , te deelen door 
het wijzergetal p, hierhij op de teekens der coëfficiënten geen acht 
gevende. 

De hiervoren gevonden formules zijn in vele analytische onder- 
zoekingen voor eene nuttige toepassing vatbaar. 



'% 
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Toepassing van de leer der eindige differentiën op 
/unctiën van twee en nieer veranderlijke gr ootlieden. 

§ 162. Zij u = f>(d7, y)j waarin jr en y twee van elkander onaf- 
lianlcelijke veran derlij ken voorstellen, welke respectieTelijk met h 
en 'k aangroeijen, zoodat A^ = ^ en Ay = ik zij* 

Hebben deze aangroeijingen gelijktijdig plaats, dan wordt 

Ah = 9{^ + h,y + K)'^^{xyy) 

de volledige differentie van u genaamd, terwijl de beide differentiën , 
ontstaande nit de afzonderlijke aangroeijing van x of van y, zoo als 
reeds uit de XVIIIe les (!• ü.) gebleken is, door Aj»u en AyU aan- 
gewezen, en de partiële differentiën van u genaamd worden. 
Aldas beeft men 

A,» = 9[» + ^fy) — 9(^*y)y 

en AyU = ?»(a?, y+fc) — s'lar.y). 

of ip(x + h, y) = u-f- A,u, 

en SP(^ » y + 'O = tl + Ayti. 

Laat men nu in de eerste dezer beide vergelijkingen y n»et A:, 
en in de tweede x met h aangroeijen, dan komt er 

^(j? + fe , y + *) =Z li + A.rtt + Ay(«* + A rtt), 

waaruit, omdat 

9»(ar + fc,y-|-fe) = u+Ati fs, 

verder volgt Au = Aa;U+ Ayt* + Ay Aar« (J) 

Att = Aytt+ Aa:U 4- Aa- AyU. 

Elke dezer twee laatste uitdrukkingen d*» waarde der volledige 
differentie Au aanwijzende, zoo bekomt men door hare gelijkstelling 

ten blijke, dat de twee achtervolgende partiële eindige differcntia< 
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tien eener fanctie van twee Teranderlijken , dezelfde uitkoinst op« 
leveren, in welke orde zij volbragt worden, even als zulks in de 
eangehaalde les gebleken is, roet de partiële differentiaal -quotiënten 
het geval te zijn. 

De gevondene waarde van Au laat zich tevens onder dezen symbo- 
lischen vorm schrijven 

Au = [(H-Ar)(l + Ay)-l]u (a) 

of, stellende wederom 

u+Au = (l-4-A)« = Eu, 

Eu = (1+Ar)(l+Ay)tt.. (/3) 

De vergelijking (1) op nieuw rolledig differentiërende, bekomen wij 

A*u = A(A,u)+A(Aytt)4-A(A,A,t«ï 

= A>-l- AyA^u + Ay A> 

H- A^AyU-HA^tt + ArA^u 

+ AyAJtt -f- AzAlu + AJ A> , 
of, na herleiding 

A»ti = A>+AyW + 2ArAytt+2A;Aya?+2A*Axtt+A*A*u, 

welke uitdrukking vatbaar is onder dezen verkorten vorm voorge- 
steld te worden , 

A»U Z= [A:r4-Ay+A^Ay]*U = [(1+ AJ (1+ Ay) - 1]«U. 

Tot deze laatste zou men ook gemakkelijker aldus hebben kunnen 
geraken. Door namelijk in de waarde van a«*, volgens vergel. (l), 
overal u in Au te veranderen, verkrijgt men 

A*u = A.r Att 4- Ay Au + Ay Ar At* = [Aar-HAy + AyAj Au, 

en hierin voor Au haren symbolischen vorm substituerende , komt er 

A«tt = [A:,+ Ay+AyAar]*«*. 

Het is thans ligtelijk in te zien, dat men, op die wijze voort- 
gaande, voor de volledige differentie der n'orde zal mogen schrijven 

A"u = [A^ + Ay + AnAyl"u = [(l+AJ(l +Ay)-l]"t*. 

S 163. Even gemakkelijk vindt men, indien u eene functie is 
van een willekeurig aantal veranderlijken, x, y, «, I. ., welker 
aangroeijingen zijn h, ft, I, m..., en de partiële differentiën dezer functie. 
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ten opxigte Tan die Teranderli|ken , door Aru, A^u, A^n . ., aan- 
geduid worden , 

A» = [(H-A,)(l + Ay) 1-f-Aj. . . —I]». . . (1) 
en in het algemeen. 

A-u = [(1+AJ(I+A,,)(H-A,). . . -l]-tt. . . (2) 

Stelt raen de partiële differentiaal-qaotienten der fanctie u door 

3zU» 3ytt» d-tt • • voor, dan kan men (S 157 ), voor (l-HAx)**» 

(l -{-Ay)u..., schrijven, de vormen f*^'», e ^i», /^•n..., waaroic, 
op grond van vergel. (1) volgt, 

1* + Au = -Ett = e*^* + *^f + Q.' 4- . .|| (3) 

door welker ontwikkeling de veranderde staat der fanctie u , dat 
is de waarde van 

^[x + h, y + ky %-hli . • . )» 

met behulp der partiële differentiaal-quotiënten van verschillende 
orden, en der eindige aangroeijingen ft, k, l,, kan uitgedrukt 
worden. Op die wijze Jaat zich dus de reeks van T4TL01 ook op 
functiën van een willekeurig aantal veranderlijken uitstrekken. Men 
vergelijke hierbij de XX* les, I* Deel. 

. S 16 A. Indien wij, in overeensteraming roet de in S 152 inge- 
voerde notatie, 1+A*, l-f-AyCnz. door Ex, Ey enz. aanwijzen, 
dan hebben wij voor de partiële differcntiën van u 

A,u=z(Ejc—l)u, Ayii = {Ey — \)u, AzU = {E, — })u, enz. 
en dus 

A"u = (E^—l)-u, a"u :;= (E« — l)"u, a"u = (1^,- l)-u, 

waaruit door ontwikkeling, en met in achtneming der beteekenis 
van E^u^ Efu.,^ algemeene uitdrukkingen voor de partiële diffe- 
rentiën der n* orde kunnen worden verkregen. Evenzoo vindt men 

A,AyA,...u = [{Es—\){Ey — l)(E,—\)..]u, 
A^ a; a: . . . u = [{Es — ir {Ey — D' {E, — 1)^ . ]u. 

En 200 wij hierin Ej., E^.. door e^^, «*^».. vervangen, zullen die 
verschillende differentiën in functie der partiële differentiaal-quo- 
tiënten van u uitgedrukt worden. 

Wijders hebben wij nog, op grond der vergelijking 

J^tt = [d 4-AJ(H-Ay)(l+A.) . . . ]u. 
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voor de ontwikkeling van ^{x + nh, y + nA, js + n/), 

E-u = [(1 + A:r)« (1 + hfY (1 + A ƒ . . . ]tt. 

Bepalen wij ons bij het bijzonder geval eener funetie vau twee 
veranderlijken x en y, zoodat wij hebben 

^is + nh,y + nk) = E»u = [(1 + AJ'^d^ Ay)"]tt. ' 

Stellen wij hierin a? en y = O, vervolgens voor nh, o?, en voor 
nJfe, y. Noemen wij hierbij Uq^q de waarde, welke u in deze onder- 
stelling verkrijgt, dan gaat de voorgaande vergelijking over in 

* y 

u = 9(x,y) = [(I+a/* (1+A/]uo,o. 

Voor ^ = 1 en A; zz= 1, als wanneer jf en y achtervolgens 
roet de eenheid aangroeijen, komt er 

" = Il 1 + a^A* + (x) Al + (x)lI + enz.) 

fl + yAy+(y) Ay +(y)A;. . .)]ii„o 

of, na ontwikkeling, 

_ x(x—\) , x{s—l)(x—2) , 
u — Uo,o+*A,Uo,o+ — ï^ A,«oïO+ YYS Aa;«o»o + enz. 

s{a; — l)y ^ 
+yAyUa,o-*- xyAxAyUo,o -f- — j-2— A^ Aytio»o "+• enx. 

. y(y— ^) .» , ^y(y— J) ,,, 

~T2 'Ay^'oio-t- — j 2 AyArMoto-t-enz. 

. y(y-i)(y-2) ^ , 

"^ r2i3 AyMo,oH-enz. 

H-enz. 
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Leer tier eindige integralen. Toepassing op onder- 
scheidene functiën eener enkele veranderlijke. 

m 

% 165. Wanneer men uit de vergelijking 

de waarde van y te bepalen heeft, wordt y de eindige integraal yan 
^(x) genaamd , en aangewezen door plaatsing van het teeken S vóór 
deze fanctie, zoodat men schrijft 

De eindige integraal eener gegevene functie van s is dos niets 
anders dan eene zoodanige functie dezer veranderlijke, welker ein- 
dige differentie, voortspruitende uit de aangroeijing van s niet h 
of /\Xf wederom de voorgestelde functie oplevert. Men ziet alzoo 
dat het integreren in den hier bedoelden zin , de omgekeerde be- 
werking is van die , waardoor de veranderingen bepaald worden , 
welke elke gegevene functie van x, bij den overgang van x in 
s + h, ondergaat , en waarover in de voorgaande lessen uitvoerig 
gehandeld is. 

Uit deze belde tegenovergestelde bewerkingen volgt terstond, 

A^'y = 2£^y = y, 

zoo dat de beide teekens T, A 9 voor eene willekeurige functie ge- 
plaatst, elkander opheffen of vernietigen. 

Laten JT, Xj, X^. . willekeurige functiën van x zijn, en stellen 
wij de vergelijkingen 

A J = F{x) oï X — SFix) , 

A-T, z= F'[x) Xt = IF'(x\ 

A J, = F'ix) J, = IF\x) , 
enz. enz. 
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dan geeft hare som , 

F{x) + F'{x)'^F'{x)... = AJ-I-AX,4-AXi-4-.., 
en dos aan beide zijden int^rerende, 

£\f{x) + f'{w}+f%üp)+..\ = x4-z,4-jr,+.. 

= 2F{x) -f. SF' (x) -f- SF'is) 4- . . 

De eindige integraal eener som van funetiën is dus gelijk aan de som 
der eindige integralen van de afz(mderlijke funetiën. 
Wijders mogen wij uit de vergelijking 

AaX =. aLX = aR{s) 
besluiten 

aX = aSFix) = 2aF[9). 

Elke standvastige factor eemr ie integreren functie kan ahsoo vMr het 
integraaUteeken geplaatst H>orden. 

% 166. De integralen door het teeken H aangeduid zijn van de 
gewone integralen hierin onderscheiden , dat , terwijl deze laatste 
de limiet voorstellen van de som eener oneindige reeks van oneindig 
kleine termen, de eerstgenoemde daarentegen eene som van een 
bepaald aantal termen , die eindige waarden hebben, beteekenen. 

Immers, stellende 

Vi — yo = Ayo, 

Vt — yt = Ay, , 

ys — y» — Ayi, 



y, — y„_i =z Ay^-i, 
dan vol<;t hieruit door optelling, 

y„ = yo + Ayo + Ayi + Ayj . . . + Ay«-i, 
of 

Syn = ^yo + yo+yi-t-ya-- . + yi^i. 

Z\j verder 

yo = /(a), yi = f{a + h), y, = f{a + 2h), enz., 

X -— Cl 

en vn = f[a-^nh) = /Ia?) , of fc = 

n » 

dan kan men in de plaats der voorgaande vergelijking schrijven , 

Uflx) = Sf[a) + f(a) + f(a + h).,+f{x — h), 

ten blijke, dat Sf(x) gelijk is aan de som der n waarden, welke 
/"(j) achter volgens verkrijgt door s^z^za, a + ft,... o4-(n — l)h ie 
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stellen, met biJToegingp tevens van den term Sf{a)^ welke hier als 
eene willekeurige standvastige te beschoawen is, als zijnde a onaf- 
hankelijk van s. 

Deze bijvoeging is een noodzakelijk gevolg van de eigenschap, 
dat Ay niet verandert, wanneer de functie y met eene witlekearige 
standvastige vermeerderd of verminderd wordt. 

De vergelijking 

Ay = 9>W 

geeft das voor y de algemeene uitkomst, 

Van veel belang is het hierbij te doen opmerk en, dat die uitkomst 
eene nog meer volledige waarde der integraal kan opleveren , indien 
men de standvastige C door eene zoodanige functie X van x ver- 
vangt, de eigenschap bezittende , dat zij, bij het veranderen vao s 
in d + A , dezelfde waarde behoudt , waardoor blijkbaar de waarde 
van Ay niet verandert. Dergelijke functiën dragen den naam Tan 

periodische. Van dien aard zijn bijv. sin. -7- en co«. — , welker dif- 
ferent iën nul worden bij den overgang van x in x + h. 

De bij te voegen functie X laat zich derhalve op eene meer alge- 
meene wijze voorstellen door 

^(m.— , co..— ), 

of ook door eene convergerende reeks , waarin de eerste term stand- 
vastig is, en elke volgende een' der vormen 

. . 2nKX „ 2nnx 

A sm.— — - , Beos» 

h h 

aanneemt. 

Heeft men uit de vergelijking 

de waarde van y te bepalen, dan is deze de integraal der n* orde, 
of de nvoudige integraal van ^{x). Immers verkrijgt men, na eene 

eerste integratie, 

A^'-iy = S^i») = <P{x). 

Deze nieuwe functie van x insgelijks voor integratie vatbaar 
lijnde , zoo bekomen wij 



> 
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en op die wijse voortgaande, zal raen eindelijk neerkomen op 

y = ^9{^); 

welke uitkomst , even als bij de gewone veelvoudige integralen plaats 
heeft, nog met eene algebraïsche functie X van den vorm 

waarin A, Ai , An-i , n willekeurige standvastigen voorstellen , be- 
hoort aangevuld te worden om de volledige n' integraal te kunnen 
opleveren. Immers is de functie X van dien aard , dat /^'^Xz^O wordt. 

Stellende Sy =. y' of y = Ay', 

dan volgt uit de vergelijking 

dy = dAy' = Ady', 

wanneer men tot de eindige integralen overgaat, 

rdy = dy = ily •(!) 

en in het algemeen , na herhaalde integratiën , 

2VJy = dS-y . (2) 

Men kan hierin y door dy vervangen, waardoor men bekomt 

iTd'y — iS'^dy = d*2''»y , 

en in het algemeen 

^"•J-y = i^Z-y (3) 

Schrijft men daarentegen voor y, lydx, dan geeft de form. (2), 

r»y = dS-fyds, 

dus JS*yds = S^jydx, 

en in het algemeen 

ji^'yda?- = S'^^jydx'^ (4) 

ten blijke, dat ook de achtervolgende bewerkingen aangeduid door de 

teekens i>, d**, of door de teekens i^", / , vóór eenige functie geplaatst , 

dezelfde uitkomsten opleveren, in welke volgorde zij verrigt worden. 
S 167. De waarden der eindige integralen laten zich voor onder- 
scheidene functiën bij omkeering afleiden uit die, welke wij reeds 
voor hare differentiën gevonden hebben. Bij vele functiën stuit men 
echter ook hier, even als in de gewone integralen, op zwarig- 
heden , welke eene uitdrukking in eindigen vorm onmogelijk maken. 
Wij bepalen ons dan bij eenige algebraïsche en transcendentale 
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functiën, welker eindige integralen gemakkelijk nit hare bekende 
differentiën bij orokeering te bepalen zijn. 

Onder de algebraïsche functiën komen in de eerste plaats in aan- 
merking die Tan de vormen 

^ j?" + Bx^ + Cx^ -4- enz. , 

en x[s -h fe) (3? + Ih) . . (* 4- n A). 

De integratie van de eerste dezer beide f anctiën tot die van x^ temg- 
gebragt kannende worden ($165), zal het er slechts op aanlcomen, 
eene uitdrukking voor deze laatste te vinden. Daar echter de functiën , 
behoorende tot Aen tweeden vorm, hoezeer zaraengestelder dan x* 
zijnde, nogtans voor eene meer gemakkelijke integratie viitbaar zijn, 
achten wij het verkieslijk met die functiën een' aanvang te maken. 

Blijkens het gevondene in % 150 heeft men 

t,,s[x + h) . .{X'{'[n — \)K) =n% + A)(d? + 2fc)..(dF+(fi— l)k). 

Dus bij omkeering, 

S[s + h){x^2h).. (jr + (n — l)fc 

_ a:(jr + A) (4? + 2fc) . . {x+ (n— \)h) 

— - . . .11) 

waarnit, na verandering van x in x — h en van n in n+ 1 , voort- 
vloeit, 

r,(« + fc)..(<r+(«-l)fc) = i'-^)'i-^^)-[^Mn-l)h) 

(n+l)/^ 

Schrijft men wijders x voor «-f-(m — l)fc, dan geeft deze laatste 
' formule 

^^(^^^)(^_2/i)..(:.-(n-^l)/i)zzz ^^^-^^i^-^*^ -f^) 

(n-M)^ 

•en hierin x door a: — h vervangende, komt er nog 

v/ i.\f 01.N / i\ (^ — h){x^2h)..(x — (n+l)A) ... 
y[x — h) [x — 2A) . . (a? — nfc) = i '-i — ^ 5^ — - — 1- . [k] 

(n+ \)h 
Uit de algemeene form, (1) der aangehaalde $ 150, zal men terens, 
na verandering van « in o; — mh en van n in n + **» » hij omkeering 
gemakkelijk de navolgende afleiden : 

^"'*f,+fc)..(.+(«-l)fc) = (^-">'^)(^-('»-m)-;(^(";-l)*). (5, 
' ^ ' (n+l)(n+2)..(n4-m)fc« 

S 168. Wij hebben in % 192 der Hoogere algihra een eenvoadig 
algorithmus doen kennen, om elk rationaal polynominm van de 
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tl* magt, en dus ook de enkelvoudige functie x^ te veranderen m 
eene uitdrukking van den vorin 

^0+ >4i(« — 1)+ .4,(iy— 1) (4?— 2) . . . 4- ^,(a? — 1) . . (j? — tl). 

Hieruit volgt das 
jT-^i — A^(c+A^x{x—\)+A,,x[x—\)(x—2) . . . + A^(x—l).. (o:— n)^ 
of n voor n+1 schrijvende, 

.r*» =: i4oar4- Aix[x-\)+ A^xix-^l) (a?.— 2) . . . -|- ^._ix(ar— l)..(a?— n-hl). 

Dezelfde coëfficiënten kunnen tevens dienen bij het herleiden van 
x"* tot eene uitdrukking van den vorm 

^o'^ + A^'x[x-h) + A^'x(x-h) [x-lh) + enz. 

Hen zal namelijk spoedig inzien , dat er tusschen de coëfficiënten 
A en A' de navolgende betrekkingen plaats vinden. 

A^' = Aoh^-\ At' = Ath^\ A^ z= Aj^^-^, enz. 

Hierdoor zijn wij thans in staat voor elke gegevene waarde van n, 
met behulp der forra. (3), eene uitdrukking te vinden voor Zx^, 

Immers, door toepassing dezer formule op het integreren van eiken 
term in het tweede lid der vergelijking 

ar* 1= i<o^"~^* + Axh^-^x[x—h) -f- A^'^-Hix—h) {x—lK) . . . 

+ An~\x{x—h) (jT— 2ft) . . (ar— (n— l)fc) , 

waarin de laatste coëfficiënt altijd gelijk aan de eenheid is, ver^ 
krijgen wij de navolgende formale 

1 n j 1 11—3 

^a?*» = - il 0^ j;(a?— J^) +■ - A^ a?(a?— fe) (a?— 2fe) 

1 •-* 1 

-I- .- A^ x{X'-'h) (ar— 2^) (a?— 3^) ... + . — x{x-h) (ar^2fc)..(ar nfc), 

welke reeks, na ontwikkeling der afzonderlijke producten, totdeir 
vorm 



\ 



4- ^0^" + B^hx"" -1 + B^^x^ ~' -f. enz. 



(n-f-l)^ 

zal kunnen herleid worden. 

Nemen wij tot toepassing dezer algemeene formule het geval van 
n =5, dan laten zich de coëfficiënten A voor a;"^, op grond van den 
hiervoren bedoelden algorithmus, door de navolgende berekening 
bepalen. 
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10 
1111 

1 1 1 [lj= A. 

2 6 U 

3 7 [f5 = ^, 
3 18 

6 |25 = il, 

« 1. 1 10 = il.. 

Derhalve 

^jF« = ^ s (jF—ft) + 5 \^x [s—K) {x—lh) 

25 

+ — fcs (s-J^) (jr-2fc) (jr-3*) H- lx (x-fc) (dP-2A) (jr-3A) (^-4A) 

+ «r * (*— *) (^— 2fc) (x—ZK) [x — \h) (d?— 5*). 

Om deze aitdrakking op de gemakkelijkste wijze tot een poly- 
nomiora van de zesde raagt te herleiden, beginnen wij met x^^hx' 
te stellen , waardoor zij aldas kao geschreven worden : 

12 ^^^ \ ^(^'~^) "+■ Ö0(«'— 1) {x'—1) -4- 75(a;'— 1) [x'—l) (s — 3) 

+ 24(j;'-l)(a?'-2)(aj'~3)(j;'~4)+ 2(j;'--l)(«'-2)(^ -3)(a:'-4)(jr/~5) i. 

Op de uitdrukking tiisschen de haakjes thans van toepassing ma- 
kende den algorithmas in § 199 van ons aangehaald werk aangewezen , 
hebben wij de navolgende berekening ter bepaling der coëfficiënten B, 

•4-2 + 2^ 

10 

5) 

2+14 + 75 

8 + 56 

4) 

2 + 6 + 19 + 60 

6 + 18 + 57 

3) 

2+ 0+ 1+ 3 + 6 

4 + O + 2 + 6 

2) 

2— 4+ 1+ 1+0 + 

2— 4+ 1 + 1+0 

1) 

2^6+5+0—1+0. 
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Beze coëfficiënten door 12 declende, en x^ door - vervangende, 

h 

bekomen wij spoedig voor de gezochte integraal , 

lx* 1^ 5,. 1,,. 

Het is niet raoeijelijk de waarde van eenigen coëfficiënt Ap in 
de algemeene formule voor Sx"^^ uit te drukken in functie van den 
exponent n en van het wijzergetal p. 

Door namelijk de vergelijking 

^fx 1) 

y# = y» -+• ^Ayo H jY"- A^yo + enz., 

geldende voor ^ = 1 , op de ontwikkeling van x^ toe te passen , 
en de uitkomst vervolgens te vergelijken met de hiervoren aange- 
nomen reeks 

jf*» = A^ -{-Ayx{x—\) + A^x(x — \){x — 2)-|-enz., 

blijkt het terstond, dat men zal hebben 

Ap^i z= ~- , voor X = O, 

l.i . . p 

en dos, volgens het gevondene in § 149, 

^P-i = T^^ (r — W(P-lrH-(p) (p-2)" . . . ±{p)). 

i.^ . . p 

S 169. Wij zullen thans nog eene andere meer regtstreeksohe 
handelwijze doen kennen, ter bepaling der algemeene waarde van 
JSx** , volgens de magten van x ontwikkeld. Hiertoe nemen wij tot 
grondslag de vergelijking 

A**"*"^ = (ir -f. fc)» + 1 — 4?*» -^1 = (n-f-l)j7»A-f-(ii + l)j:*-ifc» 
waaruit, na integratie der verschillende termen, volgt 

of, na overbrenging van JSx"* in het voorste lid der vergelijking^ 

1 s 

lx- = ——-: — --^-^ hSx--^ — \!!JIi;J ^iij-s— 2 — enz. 
(nH-l)/i n+l n-4-I 



.n-M 



^-J fc2'j;«-i...^A2^a;--2--.^-^A»2^^"-3— enz. (1) 
«i «J ^ 



{n-f-I)/t 2 
H. 23 
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Het beholp dezer fomiole Inten zich thans de achtervolg'ende 

waarden ran 2^x" , voor n = 1 » 2, 3 enz. gemakkelijk uit elkander 

*r 
afleiden; en daar 2'J^ = -- is, bekomen wij voor deze bijzondere 

waarden ran n, 

s« 1 

4/i 2 4 

enz. enz. 

Op gelijke wijze voortgaande , en elk dezer integralen in de daarc^ 
volgende substituerende, geraken wij tot deze uitkomsten : 

1 s^ i 
^' =2T-2^' 

3 fc 2 2.3 

l s* I - I 

4 * 2 ^2.2 ' 

1 ** 1 » 1 . . ' .. 

5 A 2 3 5.6 

^'•= ^ f-2-^+J*'*- ^^'' + 6-7*'"' 
enz. enz. 

Wil nifïn eene algemeene formule voor -5x* , in functie van èen 
exponent n, bekomen, zoo merk e men op, dat zij noodzakelijk 
den vorm 

zal aannemen, waarin de laatste term, te rekenen van 9i = 2, tot 
de eerste of tweede magt afdaalt, naar dat n even of oneven is. 
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Hieroit besluit men 

= A{n+ 1) JT-A + i4(a + 1) iP^-W + -4(n + I) 47— ^A» + enz. 

1 i 

+ ^(n) a?*»-'A H- B{n) x^-^h^ + enz. 

1 
+ C(n — 1) x^—^^ -f. enz. 

Derhalve heeft men tusschen de coëfQcientcn A^ B, C enz. de 
betrekkingen , 



(n4-l)A' 
„ A{n+))h _ 1 

* = n — -""r 

3 S 



^- ;r3i --K 2.3~"^t) = 6-Y' 

_ — i4(ti + 1) ft* — B{n) h^ — C(n ~ 1) fc 

. lJn-+-l)n(n— l)/!* . ^n(n — l)ft C{n—\)\ ^ 

= ~N 0:4 -*" 2X--*^— 2-i =^' 

enz. enz. 

Langs dezen weg kan men de navolgende algeraeene uitkomst 

verkrijgen , 

^•^1 1 II lis 

i's" = CH a?" H n hs"^^ (n) Mr*-* 

^(n+l)/i 2 ^6 2 30 4 ^^ 

De voorgaande vergelijking met h vermenigvuldigende, en rer- 
volgens van eiken term de limiet nemende , indien h eene oneindig 
kleine aangroeijing voorstelt , zal men de eindige integraal JSs^h doen 
overgaan in 

n+l 

De coëfficiënten -, —., —f --, -^, enz., in de zoo even gevonden 

6 30 42 30 66 

reeks voorkomende, zijn in de analysis bekend onder den naam van 
Bmumilliaansclie coëfficiënten , uit hoofde hun onderlinge verband 
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het eerst door Jacob Bbrhooilli onderzocht werd. Zij spelen een^ 
Toornamen rol in de theorie Tan de aommatie der oneindige i-eek* 
sen, en zullen Toortaan door de Gothische letters H, B, C, B enz. 
ivordcn aangewezen. Men zal uit*de fomi. (2) knnnen opmaken dat 
zij, voor eTene waarden van n, steeds de coëfficiënten zijn van den 
laatsten term der reeks. Schrij?en wij diensTolgens 

1 3 

(n-f-l)A22 A 

5 

4- C ^-^ :r — 5^* — enz . . (3) 
6 

Daar deze ontwikkeling voor alle waarden Tan a; en h geldig 
moet zijn , stelle men hierin x = 1 en A = l , waardoor 

1 s 5 

^ 1 /*» — 1\ . W^ (n) ^ (n) ^ 

^*''=^— 2(;r+ï) + T^-T"+F*-«"- 

Tvordt. Het Toorste lid dezer Tergelijking is, met weglating der 
Tvillekearige stand Tastige, Toor alle geheele waarden Tan fi^ O, 
steeds gelijk aan nul , Termits -^'x» r= O + 1* +2" + 3" . . . -f- (x — 1)*. 
Hieruit Tolgt deze eenvoudige betrekking tusschen de opvolgende 
BemouillicLansche coëfficiënten 

11 _«. 1 2 4 6 

— s— = (n-4-l):a— (n+I)«+(n-+-l)C + enz. . (A) 

mi 

Stelt men thans TOor n achtervolgens de getallen 2,4,6,8 enz. 
dan bekomen wij, ter berekening dezer coëfficiënten, de vergelijkingen, 

3^=1. 

1.2 2' 

7.6^ 7.6.5.4^ . ^^ 5 
i.2 1.2,3.4 ^ 2' 

9 8^ 9.8.7.6^ 9.8.7.6.5.4^ ^^ 7 
1.2 1.2.3.4 1.2.3.4.5.6 2' 

enz. enz. 

waardoor hare getallen- waarde spoedig bepaald kan worden. 

Later zullen wij eene algeraeene uitdrukking voor dezelve leercn 
vinden. 
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Zie hier iniussehen eene opgave der waarden van het eeraie 
twaalftal Bemouilliaansche coëfficiënten, 

1 -L i 2. i. ^ 1 ^^^^ 
e' 30' 42' 30' 66' 2730' 6' TÏÖ ' 

■43867 174611 854513 236364091 
7Ö8 ' 330 ' "^8~' 2730 ' ^"'' ^ ^ 

S 170. Bij het integreren van een polynomium Tan den Torm 

kan men thans van twee verschillende handelwijzen gebruik maken. 
De eerste bestaat eenvoadiglijk hierin dat men de algemeene for- 
mule (3) der vorige § op elk der termen waaruit het polynomium 
zamengesteld is van toepassing make , en vervolgens de som der 
partiële integralen naar de opklimmende roagten van ^ rangsphikke, 
hetgeen een nieuw polynomium van de (d;+l)* magt zal opleveren. 
De tweede handelwijze steunt op de formule 

welke y na integratie der afzonderlijke termen, geeft 
Xy. = y^l +^«x,H.-^X*(,_fc) 

+ TWTiT ^* (* -*)(*- 2fc) -f- eni. 

en alzoo met behulp van form. (3) § 167, 

^ . a? . j?(j7 — h) , x{s — h}(x — 2h) ^, , ,«, 

ry,= C+-y,+ 4^Ay.-<- J^^^, ^ A'y»+en,. (2) 



(*) BiENOUiLLi had slechts de TÏjf eerste berekend, doch daarbij tevens den weg 
aangewezen om de Tolgende uit de Toorgaande af te leiden. Eulbb heeft die bere-> 
kening eerst tot twaalf en later tot Yijftien coëfficiënten voortgezet. Mgitbb schijnt 
echter de eerste geweest. te zijn, die de algemeene wet van voortgang ontdekt 
heeft. (Zie zijne MiscelL jénal^ica, SuppL pag. 0). Rothe , een Doitsch wiskundige 
Tan dezen tijd, heeft de berekening der zestien volgende ondernomen, zoodat 
thans de waarden der een en dertig eerste Bemouilliaansche coëfficiënten bekend 
zijn. Sen vindt die allen bij elkander door Ohm medegedeeld iu het XSfi Deel van 
het Journal van CasiLS (pag. 11). 

Omtrent dat onderwerp is overigens met vrucht te raadplegen het Supplement 
tot Kiügbl's Wörterbuch der reinen Mathematiek , op het woord Bernouillische 
Z^ahlenf zoo mede eene Verhandeling van Prof. Sgaebk, voorkomende in het 
IV« Deel van voormeld tijdschrift (pag. 299). 
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wdke oilkofiMt tich ook oaaiiddéligk uit de gromMarmmÈc (f) 
Maden , inüen neo daario y« door Xy, eo Ty» door 
keari^e fUuidirasiige C ferwamgU 

Is na yx= a+ ^s+;'s* . . .-f-ix", 

dan kan men ter brpalin^ van Ay,, A'y«, Z^^yt, den 
weg iiulaan, of anders deze fanctie ontwikkelen in 
kiog van den vorm 



of wel Z^+yx . . . Ir^*, 

in eene ran den rorm 

waarbij wedirom ter bepaling der coëfficiënten A , de algorifJuDos 
▼an $192 der Hoogere algebra kan to^^epast worden. Hierdoor gnaC 
de reeks (2) over in 

welke rerrolgeni tot den gewonen rorni van een polynominm kan 
terag gebragt worden. 

S 171. Onder de gebroken rationale fonctiën komen in de eerste 
plaats ia aanmerking » die van den rorm 

A 

«(ar -h A) {« H- 2W . . (jf + n*)' 

waarin de factoren Tan den noemer met gelijke rerichillen toe- of 
afnemen. Hare integratie geschiedt onmiddelijk met behulp der in 
$150 betoogde formnie 

A 



s(s + h) [s '^ 2h] . . (jrH-(tt-.J)A) 



j?(x -f. A) {j? + 2A) . . {x+nhy 



gerende bij omkeering , 

A 



x{3; -h h) {x + 2h) . . (j? + nA) 

1 A 



TiA a;(^ 4- A) (J7 + 2A) . . a?+(n— 1)A * ' 
welke formule ïoü wel voor positieve als voor negatieve geheele 
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Tvaarden van n geldig; is. Het geral van n = O is in deze formule niet 

begrepen , dewijl hii^ruit voor U- de waarde - zon voortvloeijen. Op 

de bepaling dezer laatste integraal zullen wij straks terugkomen. 
De verg. (I) op nieuw integrerende, komt er 

^> é — lx 



4r(ar-HA). . (x + tih) nh s[» + h). . {x + (n—l)h) 

1 A 



n{n—ï)h* x{s -f- h) .. (x + (n—2]h) 
en op gelijke wijze voortgaande, 

A 



r- » 



2;^ 






. (2) 



ii(n— 1) . . (n — m+lJA*» j?(# + A) . . (j?-f-(n — m)h) 

welke uitkomst ook regtstreeks uit de algemeene form. (2) van 
S 15.0, had kunnen afgeleid worden. 
De integraal van het gebroken 

a;{s-hh){x-{-2h). . (j?4.(n— l)?i) ' 

waarin m = of < n — 1 ondersteld wordt , is terstond te vinden , 
nadat men dat gebroken in n andere 

Aq Al A^ An^i 

s' s{s+hy a;{x'hh){x + 2h)* x{x + A) . . [x + (n— l)ft) ' 

zal ontbonden hebben , waarvan de partiële integratiën vervolgens 
met behulp van form. (1) kunnen verrigt worden. 

Voor m =. n — 2 , zal -4 o ^^^ worden, en dus de eerste breuk 
komen te vervallen. Voor w = n — 3 , heeft men daarenboven 
Al := Of enz. Tot nadere toelichting strekken de twee navolgende 
voorbeelden , 

j7(jpH-A)(s-f-2A) 

Zij ^ + ^^ _ ^1 . :^? , 

s(i?4- h) (x +2A) x(x ^- A) x{s + h) {x + 2h) 
dui b + Ax = Ai(s + 2h)'hA^, 

waaruit Ai zzz A, ^2 = 5<— 8A, 
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4s + AJ (* 4- 2 A) ~ xis-hf^) *(« 4- A) l^ -h 2A) 

_ 4 1 _ (5-->8A) 1 _ _ _1_ (8j+5) , 

~ ~ h'x 2A 'sxis-hh) ~ 2A «^jF-f-fc) * 

o« ^ 3H"23r + a;» 

x(d? + A) (o? + 2A) * 
Hen stelle voor deze breuk 



dos 

34.2ar+a?' = ilo(ar-Hft)(a?H-2A)H-^i(^ + 2A) +ii„ 

"waaroit men vindt (*) 

Jo = !• ^ = 2— 3A, ^, = 3 — -4A + ^AS 

_ ^1 (6A— 4)g4-2A«— 3 
X "*" 2Aa?(s + A) * 

zoo dat de integratie van het voorgestelde gebroken tot die fan 
- is ternggebragt. 

Het zal bijna onnoodig zijn hier nog de opmerking bij te voegen, 
dat het geval, waarin de teller van het te integreren gebroken 
van eene hoogere magt dan de noemer is, altijd tot het voorgaande 
terng te brengen is, dewijl het gebroken door werkelijke deeling 
alsdan gesplitst wordt in een geheel polynomium , vermeerderd met 
een ander gebroken , welks teller van eene lagere magt dan de 
noemer is , en waarop dus de reeds gevonden formules van toe- 
passing te maken zijn. 

$ 172. Tot de transcendentale functiën overgaande , hebben wij 

vooreerst te bepalen de waarden van ^a* en S — * 

{*) Bij het bepalen der coëfficiënten ui kan men insgelijks den meennalen ge- 
noemden algorithmus aanwenden , ten einde de oplossing van een stelsel vergel^kingen 
Tan den eersten graad te Termijden. Het toepassing op het gegeven Toorbeeldi 
heeft men slechts de navolgende berekening te maken, 

1-4-3+3 



— 2h 



— 2fe) 2— 2h 

— h 



— 4* + 4h' 



3 ^ 4A + 4A< = ^t 
^ h) 2-^ Zk ^ ^,. 
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Uit de Tergelijkingen 

volgt onmiddellijk 

2:0'=: --, ^ - = ..— (I) 

a* — 1 a' l—a'' a^ ' 

dus ook ^g 1 -A 1 



«* — 1 c* 1 — e'' ' e'^ 

en in het algemeen , ^ 

(a* — 1)- a* VI— a*/ a* 

Heeft men het product x*^a' te integreren, 200 kan daartoe die- 
nen de vergelijking 

= a* j(a*— l)«^+(m)^a*2?«-^-f-(m)/*'a%'*-'-f-enz. j • . (3) 

welke, na integratie van elk der beide leden, geeft 

1 s 

ar"»a* = (a* — 1) Ix'^a' + [fn)ha^ 2'j?"*-ia^+(w)A*o*i^a?**-V + eni. 

of 

loTü' = — — ; } (m)/i2'ar"»-3a' -+- (m)h^ Hx'^-^a' + enz. { 

a* — la* — 1 » ^ 

welke rij, voor geheele positieve waarden van m, zal eindigen met 
den terra h^Za'. 
Hierin achtervolgens m = ], 2, 3 enz. stellende, vindt men 

xa^ Aa* o* 



Ixa' 



a*_l (a* — D* 



a* — 1 a* — 1 

_^ a?*a^ 2Aa*j?a* A*a*(a*+l)a* 

— ^nZTi ~ (a* — 1)* ^ (o* — !)• 

enz. enz. 

Zij in het algemeen 

dnn laat zich de wet van onderlinge afhankelijkheid der coëffi- 
ciënten A aldus bepalen. 
Van elk lid dezer vergelijking de differentie nemende, komt er 

(a* — l):i?'"a^ = A**^a^-l-^iAAar'*-io^ + .4j^*A«"'~-fl^-Henz. 
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of ingevolgde form. (3)« hierin kortheidshal Te a voor a* schrijveiMie, 

en tevens de vergelijking door a^ deelende» 

1 » » 

(a — Ijj:"» = (a — 1 )j?-» -f- (ifi)a Ai:"»-* + (m)aA» j?"»-2 + (,„)a^Sj;«-3 -^ cni, 

1 s 

1 



-^--4 j(a — l)fc'x*— * -i- enz. 

-4- ens. 
waaruit de navolgende betrekkingen ter berekening der bedoelde 
coëfficiënten, voor elke waarde van m, kunnen afgeleid worden. 

Ai(a—\) + ma = O, 

A^{a—1) -i- Ai{m—l)a ^ {m)a = O, 

A^ia—l) + il ,(«— 2)a + Ai{m—l)a + (m)a = O , 

1 3 t 

A^{a—l) -f- ^aCm— 3)a + i4j(m— 2)a + ^i(m— l)a+ (m)a = 0. 

enz. enz. 

Op gelijke wijze kan men eene uitdrukking voor 2*— bekomen. 
Het zal blijken , dat men te dien einde in de algemeene forranle (A) 
slechts a'door -,, en a*of adoor a-*of - zal behoeven te vervangen. 

Hierdoor zijn wij thans in staat de waarden te bepalen van Sa^y , 

enj^—y indien y een geheel polynoraiam in s voorstelt. Later zal 

echter eene meer algemeene integraal-formnle medegedeeld worden 
voor het geval dat y eene willekearige functie van x beteeken t. 

S 173. Bij de integratie der gonioraetrische functiën dienen tot 
grondslag de vergelijkingen 

lSfi09.x = — 2nn. - m.(* + 's)! 

A«w.jp = 2*tn. s cos» [x + "5) t 

in S 148 gevonden, en welke bij omkeering geven, 

« . / '^ N cot,x 

Ssxn.{x-h2 ) = ;;-» 

2«tn. r 
2 



2 ' — h * 

2iin. - 
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en dus, na verandering van s in x — -ft> 

coi.(x — - h) 



Siin.x 



2 



a 
sin.(x — -h) 



(l) 



T» 



eos.x rr 



2 



2m. - h 
2 



(2; 



Schrijft men thans mx + n voor jp, waardoor tetens h in mli over- 
gaat, dan bekomen wij de navolgende meer algemeenc formules 

eos,(n+m{x — -ft)) 



2sin. - mh 

m.(n-f-wi(a? ft)) 

Icos.{n+mx) = — — 

2*tn.-wft 

co8.m[x — -ft) 

Ssin.mx r= — j 

2m. - mh 

• • • 

nn.fn(s ft) 

Scos.mx =. — . 

2tin. -r mft 
2 

Uit de ter aangehaalder plaatse insgelijks gevonden formnles 

ft n 

A"m.ar = 2'»m." ^ sin,{x + - (^+ ft)) 

J 2 



. . (3) 



• .(*) 



h h , 



• • • • 



(S) 



leidt men bij omkeering af, 



1 W V 

Iuin,x = r 9in,[x — • (^ + ft)) 

I'^eoê.x = cos\x — ^ (» + ft)) 

2-iin.'' - 

2 



! 
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Dewijl elke geheele positieve magt Tan $in.s en coi.s ia f anctie 
der sinussen en cosinussen van de veel vonden des boogs kan worden 
uitgedrukt f), zoo geeft form. (4) tevens het middel aan de hand , om tot 
de waarden van Ssin^^s en Hcos^^s te geraken. Hetzelfde geldt Tan 
het product ftn.*"a:foi.**dr 9 als insgelijks vatbaar zijnde voor ontwik- 
keling in functie van de sinussen en cosinussen der reeWoaden 
van X* 



{*) Zie onder anderen onze Hoogere algebra , } 265. 
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Integratie bij gedeelten. Algemeene integraal-formule 
voor functien eener enkele veranderlijke. 

S 174. Indien eene functie in factoren splitsbaar is» kan men 
dikwerf op hare integratie eene gelijksoortige methode van toepas* 
sing maken als die, welke wij reeds in de gewone Integraal-reke- 
ning, onder de benaming van integratie bij gedeelten, hebben teeren 
kennen. Laten namelijk X en 7 twee willekeurige functien van jt 
beteekenen, dan heeft men voor de differentie van haar product 

AJTF = JA F-f- TAX-h A FA2:, 

of F-+-AFdoor F| voorstellende, en beide leden der vergelijking 
integrerende, 

XT = 2'(JAF)-h2'(aXF,). 

Zoo men vervolgens hierin F door 2T vervangt , onstaat de ver* 
gelijk ing 

2XT = XST—IiAXIT,) (1) 

waardoor de integratie bij gedeelten door achtervolgende snbstitu* 
tien kan uitgevoerd worden. 

Immers, voor X schrijvende aJl en voor F, -TF,, komt er, vol- 
gens de voorgaande vergelijking, 

2(^X17^) = AJ21F, — ^(A'Ji^^F,). 
Derhalve 

2XY =1 XSr--^ AXif' F, -H 2'(A»Jr2;» F,) , 

en op gelijke wijze voortgaande, verkrijgt men de doorTiTLOR voor 
het eerst gevonden reeks 

J?XF=: JTJF— AZ-S^F, + A«X2^F, — A'J2:*F,+ enz. .(2) 

waarin 2^" F»-!, op grond der algemeene form . (a) § 151, vervangen 
kan worden door 

v« r + (n — 1) J"- » F + («—!) '^-'•^ ...-+- -Tr, 
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welke reekf, in^eFal Xeen geheel rationaal polfnomioni in m ^oo^ 
stelt, steeds uit eea eindig aantal termen zal bestaan. 

Zy biJT. X = s*, en Y z=z a'^ dos TT = —^ , 



en -*"jr,-i 



(a*_l)»' 



a* 



dan geeft de voorgaande reeks » na kortheidshaWe -^ — - = h ge- 
steld te hebben , 

welke uitdrukking , des Terkiexende, tot den vorm ran forni. (4), 
$172, kan herleid worden. 

Zij nog X=:t^f en r=«tn.s, dan heeft men,Tolgens form. (6), 

$173, 2 fin. ^ = a stellende, 

ST — S txn.s = — i eo$Ax ~ 1 A) , 

a 2 

2^F, = ^stn.(a?4-2A)= leoi.(* + lA), 

a' 2 

, / 
2*r, = 2'*«n.(a? +3A) = -Liin.Cs + fc), 

enz. , enz. 

Derhalre, na substitutie in de reeks (2), 

al 2 a ' 
+ — A'd?"*cos.(jf+-) j.A'«"'#tit.U + A)4.. ..| ; (4) 

Op gelijke wijze vindt men, 

V M , . 1.. 1 

Zx'^eot.x z=Z' Is'^iinAs — -A)-|- - A«*<?o#.a? 

af 2 a 
j A*«"*#i«.(i? + 5 A) j- A'4r"*<?o«.(*+*) + ent.|. (5) 
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De toepassing deier formules op het geval van m = 1 geeft terstond , 

^2 n sin.s 
lx êin.x = — 7 1 7 — , 

^ « ' heos.x 
Sxeoi.x = 1 ^^ 

2nn.. (2m. 5)> 

■ Tl 

Voor m = 2 verkrijgt men 

2x^ sin.x = 7- J — x^coi.{x — -^ A) + -^^^^ -i sin.x 

txn, -• Zstn, r 

2 2 



2stnr r. 



Sx*co$.x = j x^sin,{x — - h] + 



+ 
A(2x+A) 



2 sin» - 2«n. ^ 



C08,i 



2 

en op gelijke wijze kan men voor elke gegevene waarde ran m te 
werk gaan. 

§175. Wij hebben thans genoegzaam al de algebraïsche en 
transcendentale functiën doen kennen, welker integralen zich onder 
eenen eindigen vorm laten uitdrukken, of waarvan de integratie 
tot die van andere van deze laatste soort terug te brengen is. 

Zoo als reeds in $ 167 voorloopig opgemerkt is, verkeeren de 
meeste functiën niet in zoodanig geval. Men moet alsdan tot 
oneindige rijen toevlugt nemen. Te dien einde bestaat er eene 
algemeene formule van den beroemden Eülie afkomstig, waardoor 
men de eindige integraal eener willekeurige functie door middel 
van hare gewone integraal en van hare opvolgende differentiaal- 
verhoudingen , in eene reeks kan ontwikkelen. I)eze voor de ana- 
lysis zoo gewigtige integraal-formule laat zich op de navolgende 
wijze uit de reeks van Tatlor afleiden. 

Men heeft namelijk , y eene onafgebroken functie van x zijnde, 

A* A» 

Ay = Wy + -- d *y -f- ^9'yH- enz. 
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Derhalve 

y = hS^^y + a,A»j:j^«y + ö,fc«2ï«l/ + enz. , 

waarin cu voor de break -— — gesebreven is. Indien virij thans 



aan de voorgaande vergelijking dezen vorm geven 

J>y z= - y — a^hl^^y — a,M JJ'y — a,M Jd»y — enz . , 
n 

en hierin y vervangen door Jydsj dan korat er 

2y =z j-fyds — a^hldy^a^h^^^^y^aji^li^y ...(}) 

waaruit verder, door herhaalde differentiatiën , of hetgeen op bet- 
zelfde neerkomt, door achtervolgens voor y te substitaëren dy, 
d*y» 9'y enz., afgeleid wordt 

2'dy = -y — ai^2'a«y — a,fc*^d»y — a,M^a*y — enz. 

A 

JT J 'y == - dy — a,*^ J»y — «ife* 2:d*y — aj^'-S'&^y — enz . , 

^•d'y = - d'y — aifc2'd*y — a^h^^^y — öjA'^d^y — enz. , 
h 

enz. enz. 

welke vergelijkingen kunnen dienen om de termen, met bet teeken 2" 
aangedaan, achtervolgens uit de reeks (1) te verdrijven. Hiertoe 
▼ermenigvuldige men die vergelijkingen naar volgorde roet de onbe- 
paalde coëfficiënten ^]A, A^h^ ^ A^h^ enz., en telle de som der pro* 
d neten bij de verg. (1) op, dan zal deze overgaan in 

2;y = -/yrf^+i4,y-f-^iWy+^3A*c>'y4-enz, . . (2) 
h 

indien namelijk de coëfficiënten A voldoen aan de vergelijkingen 

At + a^ = O, 

Ai + Aiai + a^ = O, 

Ai + A^di-h A ia^ + a^ = O, 

en/.. enz. 
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of Toor a|, fl), a|«« hare getallen- waarden substiiaërende , 



(S) 



* ^ 2 ^ 2.3 ^ 2.3.4 ^ 2.3.4.5 ~ * 
enz. enz. 

Alvorens de waarden der coëfficiënten A, welke nit de voorgaande 
vergelijkingen voortvloeijen , op te geven , zullen wij nog eene andere 
wijze van afleiding dezer coëfficiënten doen kennen , welke reeds 
meermalen met goed gevolg is aangewend geworden. 

Daar namelijk de reeks (1) voor alle functiën van g geldig is, 
kunnen wij hierin y = e^ stellen , waardoor men , uit hoofde van 

I^ = -j—- , en na ter wederzijde door e^ gedeeld te hebben , de 

navolgende vergelijking bekomt 

1 1 

= - -{- ^ j + AJk + Ajh} -f- enz. 



e*— 1 h 

Hieruit bemerken wij , dat de coëfficiënten A dezelfde zijn , als 
die, waarmede de opklimmende magten van h in de ontwikkeling 

h 

der breuk -^ — - zijn aangedaan. Nu valt het niet moeijelijk te be- 

toogen, dat de reeks, volgens welke dat gebroken ontwikkeld kan 
worden, met uitzondering van den tweeden term Aih^ slechts de 
evene mag ten van h zal bevatten. 

Immers, stellende h = 2fl/— I, dan verandert in 



9 
= -: — (co«.f> — V — l«t'fi.^) =: ^col.s^ — fl/— 'Ie 

stn.^ 

De reeks zelve verandert in 

1 — 2M ,f ^ + 2* J 49* — 2« J,f • 4- en z. 

-I- (ZAt9 — 2M,9* + 2^5^^^ — ent. ) v^^l . 
11. 24 
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Vit de gelijkstelling der beide nitkomsten volgt 

J, = — i, ^ = 0, il, = 0, enx. 

Derhalve 

= l — ih + A^h* -i-AJi^-hAJi,* -i-mz. 

ét 




1 



. 1. 1 



*+2*+2:3 **-♦■«••• 



■ 2 • 2.3 

waaruit ter bepaling der onbekende coëfficiënten A^y A^ . • ., 
welke wij thans naar rangorde door de letters A, B^ C, D enx. 
xullen veryangen , de navolgende vergelijkingen voortvloeien : 

J?+ —A ^ 1 ï — = O, 

^2.3 2.2.3.4^2.3.4.5 

^'^ 0*"'"2Xr5'*~2:2X6"*"2X:7 ~ ^' 

2>^- — CH ï — JR+ — ^ ? h— = O. 

^2.3 2.3.4.5 ^2. .7 2.2. .8 ^2. .9 

enz. enz. 

Zij geven 

. _ J_ _ L ii-__J - L 

3.4 ~ 12' ~ 2.3.4.5.6 ~ 720' 

_ 1 1 _ 1 ^_ Li.— _ ^ 



2. .7*6 ~ 30240 ' 2. .9*10 1209600 ' 

zoodat men voor de algemeene waarde van Zy^ met bijvoeging 
der willekeorige standvastige , de navolgende reeks bekomt 

Wij zijn thans in staat , uit het zoo even gevondene , eenvoudige 
betrekkingen af te leiden tusschen de coëfficiënten A^ B^ C... 
n de reeds bekende BernouiUiaansche coëfficiënten. 

Hiertoe behoeven wij slechts y z=z x"^ te stellen» dan bekomen wij, 
met behalp der voorgaande algemeene reeks, 
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•nH-l 



(W+I ) A 2 

+ 2.3.4.5 C(n) h«jp--5 ^ e„i. 
Deze Tergelijkende met de reeks (3) van S 169 , vinden wij hierdoor 
^ = i3l, of :^ = 24 = J, 

2.3 J? = — i«, B = — 2.3.4 fi = J^ =i, 

4 • 5.6 30 

2.3.4.5 C = 5C, C=2..6C = -L = J^, 

6 6.7 42 

2..72> = — ~B, fli = —2.. 82? =;r^ = — • 

6 9.10 30 

enz. enz. 

Derhalve zal de reeks (a), indien wij daarin de ^^motttZh'oan- 
<cfte coëfficiënten invoeren, ook aldus kunnen voorgesteld worden, 

waarin de wel van voortgang der coëfficiënten vrij duidelijk is. 

% 176. Ingevolge de hiervoren gevondene ontwikkeling der breuk 

- — r, zal men voor de reeks, welke de iraarde van eot,0 voor- 

stelt, roet behulp der Beni(m%lliaan$che coëfficiënten , de navol- 
gende kannen schrijven 

1 2>asp 2*ll9»» 2«C?)« 

"^•^ = ?-Tr"--2xr---2:x"^^"" • • <') 

Uit deze reeks laten zich , zoo als wij thans zullen aantoonen , 
eenige niet onbelangrijke uitkomsten afleiden. De bekende formule 

«n.^ = ^(l-g)(l-|l)(l~g)en«.. 
geeft namelijk, wanneer men tot de logarithmen overgaat, 
\[m.<,) = /^ + 1(1 - ?^) + 1(1 - 1^,) + 1(1 - ^,) + en«- 
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Deze yergelijking yeryolgens differentiërende , komt er 
1 2y %p 2^ 

fp ir* — ip^ 4jr*— ^* 9w* — fp 

en derhalve, na gelijkstelling roet de reeks (1) Toor to%,^^ 



cot,9 ^^ — — — — ^ —-eng.. 



% A — H — + enz. 

^2.3.4 ^2.3..6^ 



— ^ 1 1 

— X»— ^» "*" iff»—^» "^ 9ic« — 9,« "^ *^"'' 

Voor ^ = fwr, gaat deze vergelijking over in 

^"' + 27X4 •*''' + 2X6 "*"*-^^^" 

= i i 4- i i + ö 5 + cnx. (2) 

1— n» 4 — n* 9 — n' ^ ' 

Ontwikkelende thans elk der hrenken, in het tweede lid voorko- 
mende , in oneindige reeksen , en stellende kortheidshalve 

^+j, + ïi + -a + ^^'-^*' 

* + 2i "*■ F ■*■ 4i "^ ™'' "= "*" 
enz, enz. 

dan zal men met weinig moeite bevinden, dat de voorgaande verge- 
lijking overgaat in de volgende 

2^ê 2^C 

^'"■*-2:3r4 "***-*- 2X6 "*"* + «"• 

waarait men verder, omdat die vergelijking voor alle waarden 
van n geldig is , de navolgende uitkomsten afleidt. 

^i = 1 + 21 + ^ + 4ï + ^°*- = ^**' 

111 2* 

A = lH h 1 u enz. = r-;r-. ^*S 

1 ^^2* ^» V* 2.3.4 
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111 25 

A* = 1-1 ^ 1 h enz. = r C^, 

* ^2«^3«^4«^ 2.3.. 6 ' 



A = ^ + 7:; + 5ï + 77 + ent, = ^^-^^ — s^^'» 



111. 2^ 

1 1 h ent, rz: 

28^38^48^ 2.3.. 8 

enz. enz. 

aantoonende hoedanig de sommen der evene raagten van de termen 

der oneindige reeks 

111 
' i* 3' 4* ®"*'' 

van het getal tt en van de Bernouilliaansche coëfficiënten afhangen. 
De zoo even verkregen uitkomsten leveren, in de eerste plaatf , 
een geschikt middel op , om over de al of niet convergentie van 
de rij der Bernouilliaansche coëfficiënten te oordeelen. Men heeft 
namelijk, op grond der algemeene betrekkingen, 

22^-1 

2.3.. 2p 



Ap= -^__ Xp ?:*?;> , 



22/»-^-! 
^^•^\= 2.3.. 2p+2 ^^-^^ "''""' 

waarin Xp en Xp^i twee op elkander in rangorde volgende Ber- 
nouilliaansche coëfficiënten voorstellen , 

^P ^ (2p-f-l) (2p+:2) 2p 

ofwel ^^"^^ ^^* '^'-^'^ 

Xp^i _ (2p+l)(2p+2) Ap^i 
Xp At:* * Ap 

Daar nu , voor toenemende waarden van p , de verhouding 

1 1 

X "^1 
meer en meer^ tot de eenheid nadert, zal de verhouding — ^ — 

p 
te gelijk met p onbepaald toenemen , waaruit wij met zekerheid 

tot de divergentie der bedoelde getallen-rij mogen besluiten, 

Het is ecbter op grond van het voorgaande gemakkelijk aan te 

toonen, dat de rij der coëfficiënten 

— ) • '■ " • ï j enz*. 

2 2.3.i 2.3. .6 
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in de algenieene formule (A} voorkomende, desniettemin converg^ent 
zal zijn. Immers twee ia rangorde op elkander volgende termen 
dezer rij kannen voorgesteld worden door 

en 



2.3..2p 2.3..2p+2 

en du« hunne verhouding door 



hp+Vx l = -^^X ' 



Xp (2p+l)(2p+2) Jp 4ir» 

welke , voor toenemende waarden van p , tot limiet heeft de breuk 
— 9 en derhal ?e het kenmerk van convergentie oplevert. 

S 177. £r blijft ons nog overig eene algemeene aitdrnkking te 
vinden voor den n*' Bemouilliaanschen coëfGciënt, ten einde zijne 
getallen-waarde te kunnen berekenen , onafhankelijk van die der 
voorafgaande coëfficiënten. Wij zullen hierbij de handelwijze volgen, 
waarvan de beroemde Laplace zich te dien einde bediend heeft. 
Door het invoeren der gemelde coëfficiënten in de voorgaande 

reeks voor de ontwikkeling der break — , bekomen wij 

J!— = 1_^ + ^A« fLM + _L.A.-.eni., 

«* — 1 2 2 2.3.4 2. .6 

waaruit men , op grond der reeks van Maclausin , terstond beslui- 
ten magy dat de n*der Bernouilliaansche coëfficiënten, 'waarvan w^ 
7i de eerste, 4^ de tweede enz. noemen, uitgedrukt kan worden 

door i!^(-]^ r) I in de onderstelling namelijk van A = 0. Daar 

echter déize differentiaal-verheuding alsdan voor alle waarden van 

n , den vorm i aanneemt , zal men , ten einde in dat bezwaar tt 

' o 

voorzien, van het navolgende hulpmiddel kunnen gebruikt maken. 

Men stelle voor de break , 

«* — 1 

l h l h 



2 h 2 A 

el — 1 «T -I- 1 

Na is het ligt te betoogen dat, voor A =r O, 



*" (.ibr) = r.^^^) 



h 

I 'Z 

en 

Derhalve 
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1 






waarait volgt dat de n' J^ernouiniaan^c^ coëfficiënt, op het teeken 
na , lal kunnen voorgesteld worden door 

De waarde dezer differentiaal-verhoading , welke thans van het 
hiervoren aangewezen bezwaar bevrijd is , laat zich aldus in 
functie van n bepalen. 

Naar aanleiding der in het V Deel {% 31) betoogde algemeene 
differentiaal- vergelijking 

S» uv = ttj'» t? + (n) dtt^"-! t) 4- (n) "^uy-^v 4- enz. , 
hebben wij 

en dus» voor A = O , 

9«. * * 



(iMir) = '"^"~'(iM:ï) 



De waarde van den n*" jEfernottt//taan#cAen coëfficiënt verandert 
hierdoor in "^ 



U-4-.l)' 



De algemeene vorm, waarin deze laatste differentiaal-verhouding 
ontwikkeld kan worden, is niet moeijelijk te bepalen. Immers 
vindt men , door achtervolgende differentiatiën , 

1 / . 1 ^ gk 

waaruit blijkt, dat men zal mogen stellen 
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Ontwikkelt men echter de break in de reeks 

e-* — e-2* -4_ e-» _ e-4A ^ en*. , 

welke voor alle positieve waarden Tan h convergent is, dan heeft 
men tevens 

y (-T^) =(—')''{ •"* — 2'«'"" + 3^*"** — ^^^ -f. enz. J . 

Be reeks tusschen de haakjes met (e^ -4- 1)'***'^ vermenig^aldi- 
gende^ zal het prodact identiek moeten zijn roet de uitdrakiLing 

Deze vermenigvaldiging verrigtende en in het prodact de nega- 
tieve magten van e verwerpende, verkrijgen wij voor de getallen- 
waarden der coëfficiënten A de navolgende aitkonisten. 

At =-.2i'-l-(|»-t-l). 

il, = 3i> — (p4-l)2' + (p-J- 1), 

il, = — -ip + (pH- IjSi- — (j» + DZi- -Kp -I- 1) 

enz. «nz. 

Voorp^2n — I, geeft defonn.(l)in de onderstelling Tan ft = O, 

- a-_i / * \ -"O "f" -^1 't* •^ j • • "f" ill»— 3 

^ (rrr) = p^ 

Stellende vdjders 

m— 1 — (i) (m — ])— + (n) (m — 2)— ^ . . q: "n/ = C^, 
dan kannen de coëfficiënten A^^ Ai^ A^ . , vervangen worden door 

9» 2n 2m 2f» 

Cu — C'i» ^s» — ^4 enz. 
waardoor zich de Wdarde van den n'" J?0rn<mtniaan«cA«n coëfficiënt 
op eene algemeene wijze Iaat aitdrakken door 

geldende het bovenste of onderste teeken , naar dat n oneven of 
even is (*). 



(*) Deze algemeene waarde Iaat zich onder Terschilleode Tormeo voorstellen. Zie 
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$ 1 78. De algemeene in tegraaUforraale (A) % 1 75 toegepast op de func- 
tie y = — , levert de volgende uitkomst op 

1^ _ 1 1 _ 1 J w Hh m(m+l)(m+2 ) Üh^ 

^ ^ — (m-l)fti^ï^ 2x^ 2 a;« •+! 2.3.4 ;r^^-* 

— m(m + l). . (m + -4) ^^^ , n^ 
^ 7^ ^ * — _L — i + ent. . . . : (1) 

2.3.4.5.6 ir*«+-ö ^ 

Voor m = 1 wordt deze reeks onbruikbaar ; doch stellende regtstreeks 

Ir I 

in de aangehaalde formule y = - , vi'aardoor 1 ydx in l{sc) en 9«/- ) 

s ^ Va?/ 

2 3 n 
io i: -^ — ^— overgaat , dan vinden wij 

^1 ^ l , ^ 1 ^A . I^» «ft5 . ^fc* 

^ - = C-! — /fa?) L.ÜL- — . enz. 



Voor m == 2, 3, 4, enz. geeft form. (1) 

J^ _ 11 J_^ :31A U/i» CA5 . lUfc^ 

a?* hm 2a;' 



-T— =r C— -. - ^^^-: - + __+_ enz. 

X* Xr X* S^ 



J^ _ 1 1__J 3^ 5gA» 7CM 91 A^ 

s» ~ A 2a?« 2«» 24?*"^ 2a;« 2^?» 2ar«o 

J_ _ 1 J 1 SAM bMh* 7.8CM 

ar* ~ ' ft 3jr» 2a?* 21^^»" 2.3a?7 2.3»« 

Q.lOB/i^ 
JU . — enz. 

^ 2.3a?" 
enz. enz. 

S 170. De handelwijze, welke ter bepaling van 2y gestrekt heeft, 
laat zich insgelijks van toepassing maken op het integreren van het 
product a'y ; y eene willekeurige functie van a? beteekenende. 

Te dien einde geeft de form. (1) van § 174 

a'y — a*^a*Ay 

2;a'y = ylia'—H.Lylia^'^^ = — — :» 

o* — 1 

of, voor Ay hare waarde volgens de reeks van Tatlor substitue- 
rende, daarbij kortheidshalve a^-=z a en a* — 1 = /S stellende, 



onder anderen Prof. ScHiöniLGfl , Jlandhuch der Differenz, und Tntegr, Rechnung^ 
I Th., pag. 235 et «eq. Voor het berekenen van een zeker aantal coëfficiënten zal 
echter do algemeene Tcrgel. (A). § 169 steeds verkieslgk lyn. 
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2a'y === -'?^ — ^|h-^a'dy + ^2-^^'^*y'^2l^"'^'^"*"^*'^ ^^^ 
Hierin y achtervolgens vervangende door hare differentiaal-quotiën- 
ten van verschillende orde, helcomen wij de navolgende Tergelilkingen 

-^fl^ay =-~ — ^jA-2:a'a>y+— 2:a-a»y4- — 2-a'a*y-f-enz.j, 

Sa'Z^y = _?„! A^a-a»y + _ 2'a'a*y + ^j-STa'a^y 4- enï.|. 

enz. enz. 

Vermenigvuldigen wij deze vergelijkingen naar rangorde met Aih, 
A^h}, AJh,* QTïz, en tellen wij de producten bij verg. (1) op, dan zal 
de uitkomst van de daarin voorkomende integralen bevrijd -worden, 
en mitsdien den vorm 

2a'y =» |a'y-f-^iAa'ay+^,A»a'a*y+ ^,h'a'a»y + enz. L . (2) 

aannemen, indien wij de willekeurig aangenomen coëfficiënten A 
in dier voege bepalen, dat zij voldoen aan de vergelijkingen 

i4,/5 + a = O, 

A^ + a[A^+\) =0, 

enz. enz. 

welke ter berekening der coëfficiënten A kunnen dienen. 

Men kan tot dezelfde uitkomsten geraken door het aannemen 
van den vorm der reeks (2) voor de algemeene waarde van -Ta'y, 
en hierin vervolgens y = e* te stellen. Men verkrijgt als dan uit- 
hoofde van 

a V — I * 
en na weglating van den factor o*c* , 



ae^ — 1 
of 



= l4-^,^-f-^,4-fcJ4-^,A»+en«. 



a> 



P = (lH-^|A + ^,A*-4-enz.) (/S 4-aA+ --^A>^-enz.). 
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waaruit wederom dezelfde betrekkingen als voren tasschen de onbe- 
kende coëfficiënten voortvloeijen. 

S 180. Het is van belang hier nog aan te toonen, dat de in 
$175 gevonden algemeene waarde van Sy, even als zulks met Ay 
plaats vindt (§ 157), op eene eenvoudige wijze onder eenen sym- 
bolischen vorm kan uitgedrukt worden. 

Immers y schrijvende in de reeks 

l 1 1 31 Ö .. 

= ~ — --H-~^ — rr-TTT *• + enz. 



e 



* — 1 h 2 2 2.3.4 



voor hf hè, en^beschouwende- yofd~*y alsdewaarde van/yrfjf aan 

te duiden, dan blijkt uit de form. (A) § 175, dat indien men haar 
onder dezen vorm schrijft, te weten 

dat zij ook aldus Toor te stellen is, 

Zy = (e^ - 1)-'y . 
waaruit, na verwisseling van y met ly , onmiddelijk volgt 

i:^y = ^«y = (e*^-l)-i2:y = (^*^— l)-2y, 
en in het algemeen, ^ 

i:-y = (e*^~l)-y (a) 

Bij de behandeling der differentiën vonden wij 

A"y = (E— l)«y =(«*^—l)-y (a') 

Dezelfde analogie , welke er tusschen de ontwikkeling der difië- 
rentiën van verschillende orden en die der positieve roagten van eenig 
binominm opgemerkt is, bestaat dus insgelijks tusschen de ont- 
wikkeling der eindige integralen van verschillende orde en die der 
negatieve magten van eenig binomium. De beide symbolische uit- 
drukkingen (a) en (a'), zouden uit dien hoofde door eene enkelekunnen 
vervangen worden, indien men daarin aan den aanwijzer n zoowel 
negatieve als positieve geheele waarden toekent, en derhalve A~"y 
van gelijke beteekenis als ^"y, of ^-"y van gelijke beteekenis als A*y 
beschouwt; welke identiteit zich bovendien ook aldus laat verklaren. 
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Uit de gelijkheid 

Tolgt namelijk door integratie aan beide zijden , 

^A*y = A''~^y. 

Hierin n = O stellende, komt er 

^y = A-'y, 
en das in het algemeen 

Sny = A-"y. 

De negatieve exponent n beteekent das in deze notatie niets 
anders dan eene n raaal herhaalde omgekeerde bewerking van die, 
\re1ke door het differentie- teeken A aangeduid wordt, en mitsdien 
eenen-voudige integratie. In gelijken zin zou de yergelijkiogp 



■ƒ 



yda?» = d-"y = ^ 



dic» 

behooren verstaan te worden. 

Dat verband tusschen de eindige integralen en differentiên ge- 
regtigt ons om ait de algemeene waarde der n' differentie eener 
faoctie van «, onmiddellijk die van de integraal derzelfde orde 
af te leiden , door aan n eene negatieve waarde te geven , en de 
differentiên , met negatieve wijzers aangedaan , in eindige integralen 
te veranderen. Aldus zullen wij bijv. uit de algemeene waarde van 
L*XT f in § 150 gevonden, onmiddellijk mogen besloiten tot de 
navolgende integraal-formule 

De in § 180 gevonden waarde van -Ta'y is, even als die van Zy 
vatbaar onder een' symbolisehen vorm te worden voorgesteld. Daar 
namelijk de coëfficiënten A, in de form. (2), gebleken zijn overeen 

te komen met die der ontwikkeling van de breuk — , volgens 

" aeh — 1 

de opklimmende magten van h , zoo hebben wij terstond , door slechts 
W voor h te substitueren , 
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vraaruit wederom voor de waarde der n-voudige integraal kan afge- 
leid worden, 

2:*a'y = a'{a^^^ — \)-^y ; 

welke uitkomst met die van S ^^^ "^^^^ ^^ waarde Van A'^a'yy na 
Yerandering in deze Tan n in — n , volkomen overeenstemt , en tot 
nadere bevestiging van het opgemerkte verband tosschen de diffe- 
rentiëfi en de integralen van dotelfde orde kan strekken. 



382 
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Toepassing van de leer der eindige integralen op 
het sommeren van eenige reeksen, 

S 181. Wij znllen ia deze les eenc beknopte aanwgzing^ geren 
Tan het gebraik , hetwelk van de leer der eindige integralen te 
maken is , bij het sommeren ran reeksen nit een bepaald aantal 
termen bestaande. 

Laten 

yoi Vu y» ••• y»» 

de waarden voorstellen » welke y, of fl^) achtervolgens Terkrijgt 
voor j?=zra,^ = a-f-fc, s =: a+2h enz. , jr = a 4- nfc , dan 
heeft men, ingevolge S 1^6» 

^y, = C+yo-Hyi + y» • • • +y— i. 

Zij na Sy» de som der termen van de voorgaande reeks , zoodat 

Syn = yo + Vi • . . +y«, 
dan besluit men hieruit onmiddellijk 

Syn= C+i:yn + yn= C+Syn-t-if 

das ook y voor alle waarden van s , 

Syx = G + 2yf + yx = ^ + 2'yir4-i, 

waarin C eene willekeurige standvastige aandaidt, welker waarde 
zich laat bepalen uit die vanden terra, waarmede de reeks aanvangt. 
Men vrage bijv. eene algemeene uitdrukking te vinden voor de 
som van s termen der n" roagten van de natuurlijke getallen. Alsdan 
is y, = «• , a = 1, fc = 1. Uit de algemeene forra. (2), %IQ9, 
volgt terstond 
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Geeft men hierin aan n verschiHende waarden, en bepaalt men 
de standvastige C zoodanig, dat de som So^ te gelijk met x ver- 
dwijne, dan zal (7, voor evene waarden van n , gelijk* nul worden, 
doch voor onevene, gelijk aan den laatsten term met het tegen- 
overgestelde teeken moeten genomen worden. 

Aldas zal men verkrijgen 

1 x 

Ss zul +2 4-3 . .. + ar = 5(a?* + *) = 5 (a:-h 1), 

1 1 1 s(ir-|-l)(2a?-4-l> 

o Z D Z.ó 

111 ar>(jT-4-l)» 

4^4 4 

Sar* = l* + 2*-h3*...-4-ii?*= K^^ + n «* + Q ^'— oA *^ 

d Z V oO 

115 1 

Ss«= l« + 2«-|-3* . . . +a?« = - j?«-H- j?«+ —a;*— — j?», 

o Z 12 12 

enz. enz. 

Om de som te vinden van de reeks der figuurlijke getallen van 
den' orde, waarvan (Zie$ 197 der Hoogere algebra) de algemeene term 
uitgedrukt wordt door 

d7(s-l-l)(i?4-2)..(j?4-n) 
1.2.3..n+l ' 

heeft men, ingevolge form. (]j, S l^^» ^^ hierin n door n + 2 
vervangen te hebben, 

s(s + ^) U + 2ft) . .(a? + (n + l)^) 

~ (n + 2)fc 

Derhalve, A = 1 stellende 

5jr(a?H"1)..(j? + n) _ a;(iF+ 1) ra? + 2) . .(i? + n + l) 
' 1.2.3. .n+l ~ I.2.3..n4-2 ' 

waarbij geene standvastige behoeft gevoegd te worden, vermits voor 
« = O , de som insgelijks nul wordt. 

Even zoo vindt men de som van de rij gebrokens, welke de 
eenheid tot tellers en de genoemde getallen tot noemers hebben» 
De algemeene term dezer rij aangewezen wordende door 

1.2.3 . . n-l-1 
«(jr+l)(ar4-2),.(ar-f-n)' 
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too geeft de form. (1) S 171 , na yerandering van x in x^h^ 

1* ^^ 1 



_ ^ 2 1 

~ nh (x+h) {x-+2h) .. (x-hnh)' 
Derhalve 

e 1.2.3..n+l 1 1.2.3 ..n+l 



x{x+l) {s+2). .{x+n) n (x+l) {jf4-2) .. («-f-n) 

Bepaalt men nu de standvastige C zoodanig, dat S en. x gelijk- 
tijdig nol worden, dan komt er 

g 1.2.3. .n + l n+l i.2.3..it+l 

x(x+l)..{x + n) n n(j?+l)(af+2)..(j?-f-n)' 

Stellende voor n achtervolgens de getallen 1,2,3, zoo vindt men 

, 11.1 2 ^ 2 

l+« + s+ï7;-H — ; — r-n= 2 — 



3 6 10 xlx-hl) d?+l 

, 111 2.3 3 1 2.3 



4 10 ' 20 ar(jJ+2) (ar+2) 2 2(s + l)(j?-f-2) 

1 1 J^ 2.3.4 _ 4 1 2^3.4 

**"5"*" 15^35* '"^ir(x+l)(jr+2)(a?-h3)~3 3(a?4-l)(s-|-2Xa>+.3)- 

enz. enz» 

Gaat de rij tot in het oneindige voort, dan zal zij in het alge- 

n+1 
meene geval tot som of limiet hebben ■» 

n 

De meetkundige reeks 
heeft tot som 

Haar volgens form. (1) $ 172 heeft men , /i == 1 zijnde 

^a'+» = — ï + C, 
a— 1 

Bepalende nu de standvastige C in dier voege, dat voor # r=: 1, 

de som gelijk wordt aan den eersten terra a , dan verkrijgt men de 

bekende formule 

a*-Hi — a 

Sa'' = 

a — 1 
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Uit de formules (3) § 173, volgt 

cos0{n+m(X'\ — A)) 
S Jtn.(n 4- mx) = — j : — h ^9 

2 

it>i.(n4-m(ir +- h)) 

S cos, (n + mx) = j ^ ^• 

2«tw. - mh 
2 

Derhal re 

sin.n + $in.{n + wi) + «n.(n+ 2m) . 4- "n.(fi + nw?) 

/ I 1 tnx w 

— coj.(n+i»(jp+ i )) 4- cos,{n — ^ m) #tn.(n + ^)«w. j (ar4-l) 
= 1 — 1 

eos»n-hcos,(n-]^in)']-co$.(n-+2n) . . 4-cot.(nH-m^) 
Jtii.(n4-m(x -h j)) — «tn.(n — ^m) cos.{n-^ — — ) $in, ^(^-l-l) 



2sin. 2 m sin» g m 

waarin de standvastigen zoodanig bepaald zijn , dat Toor ^ = O, 
de eerste rij overgaat in sin.n ^ en de tweede in cos,n. 
In het bijzonder geval van n = O, komt er 



Ssin.mx = 



mar . tn . , -. 
s%n stn. - (x-irl) 



«tn. 2 w» 



mi? OT 



• •^ 2 

S 182. De forra. (A) §175 laat zich roet vracht toepassen op de 
sororoatie van alle reeksen, welker algemeene terra y in functie 
van X gegeven is, wanneer men deze met gelijke verschillen h doet 
opklimmen. Zij geeft alsdan 

11. , 25 
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+ :^»»a*y-eni (A) 



:c- 



Hierait blijkt, dat loo dikwerf y eenegeheele en rationale alg 
braïsche fanctie van s voorstelt , de som Sy onder eenen eindigen 
vorm lal kunnen worden uitgedrukt. 

In bet algemeen echter zal Sy door de voorgaande formole io 
eene oneindige reeks ontwikkeld worden , welke , ingeval yran con- 
vergentie , dienen kan om de waarde van Sy bij benadering te bere- 
kenen. 

Om hiervan enkele voorbeelden te geven , zoo laat eerstelijk ^vraagd 
worden de som te bepalen van a; termen der harmonische reeks 

.111 
* 2 • 3 • 4 * ®"*" 

In de form.(A)y = - en fc == 1 stellende, bekomt men terstond 
Voor a? = 1, wordt S> -' insgelijks = 1; derhalve 

X 

1 1^ 1 ^ l^ 
(7= — 1-~ 31— • - » +— C — enz. 

2 2 4 6 

Wegens de divergentie der Bemouilliaansche cóé^oienten {^ 176) laat 
zich echter de waarde der standvastige C door de voorgaande for- 
mule bezwaarlijk met eenige naauwkenrigheid bepalen. 

Men neme dan o; = 1 0, en berekene afzonderlijk de som der reeks 

, , 1 1 1 1 I 1 1.1 1 

^+2-*-3 + 4-*'5 + 6 + 7-*-8 + 9-*-ï5' 

voor welke som S men zal vinden het getal 

2,928968253968253968. . . 

en hiernit volgt tot berekening van de waarde der standvastige C, 
de formule 

(7 = S— 1(10)— 1 + J! L__enz. 

^ ^ 20^200 40000 

Na substitutie der vroeger opgegeven getallen- waarden Tan de 
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JBêmouiliiaansehe coëfficiënten , yindt roen , de reeks tot op een elftal 
termen voortzettende, 

C = 0,57721566400153286. 

De reeks (1) behoort tot de zoodanige die slechts tot op een be- 
paald aantal termen, afhankelijk van de waarde aan a gegeven , 
convergent zijn, en vervolgens divergent worden, hetgeen uit het 
reeds gevondene in $ 176 gemakkelijk aldus te betoogen is. 

Laten Tp en r^^i twee achtervolgende termen dezer reeks, die 
met JS«moui2{{aati5che coëfficiënten aangedaan zijn, voorstellen, dan 
is, het teeken daarlatende, 



dus 



"p-Hl _-ïi>-4-i P V _ ^/>-*-i>^P(2H-l) 



Tp Xp p+1 a?* Ap 2jr>4f> ' 

waarin Xp en Ap dezelfde beteekenis hebben als ter aangehaalder 
plaatse. 

Daar Ap^i ^ Ap is, zal eenige term Tp steeds grooker dan zijn 
volgende Tp-^i zijn, zoo lang p(2p -|- 1) ^ 2ff*j?* blijft. Er"^ zal der- 
halve eene waarde van p aan te wijzen zijn, voor welke Tp < Tp^i 
wordt , als wanneer de reeks , uithoofde hare termen van teekens 
afwisselen, zal ophouden te convergeren {Hoogere Algebra^ $ 216). 
Stellende dan p(2p-}-l) = 2n^^^ j zoo volgt hieruit ten naasten bij 
pz=nzx» Neemt men nu voor p het gehcele getal, dat, vooreene be- 
paalde waarde van j?, het naast bijkomt aan het product t:x, dan 
wordt hierdoor bekend omstreeks welken term de divergentie der 
reeks zal aanvangen. Voor d? = 5b. v. zal zulks bij den 16*" term; 
voor jT = 10, bij den 31'*<^ term, plaats vinden, enz. Dusdanige reek- 
sen worden gewoonlijk Ikolf convergerende genaamd , en zijn in de 
toepassing even bruikbaar als de geheel convergerende reeksen. 
Naarmate voor s een grooter getal genomen wordt , zullen de opvol- 

gendeter men der reeks spoediger in waarde afnemen, zoodat als dan 

^ 1 

slechts weinige termen voldoende zullen zijn , om de som S — met 

s 

groote naauwkeurigheid te kunnen berekenen. Voor zeer groote 
waarden van j;, kan men bij benadering 5- = C+l{jp) stellen. 

Hen wil bijv. de som der duizend eerste termen van de reeks 

1 1 
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berekenen, dan zal men, foo als thans blijken xal, slechts twee 
termen der reeks, volgende op den term /(j;) behoeven io rekening 

te brengen, om de waarde van S - tot op 13 decimalen naaa\¥kea- 

rig te knnnen bepalen. 

Stellende das s =: 1000, en voor de coëfficiënten 2L, i^^ hunne 

v^aarden - f t;: • dan heeft men 

o 30 



X • V / 2000 12.(1000}» 120.(1000)*' 

/(lOOO) = 6.9077552789821 , 
C = 0.5772156649015, 

^ = 0.0005000000000 , 



2000 
1 



. =—0.0000000833333. 



12(1000) 
Dus 1 -f. |. + 1 4- .. ^ = 7,4854708605503. 

§ 183. Passen wij thans de algeraeene formule (A) S^^^ ^^^ ^P ^^^ 
sommeren der n* raagten van de termen der voorgaande reeks , zoodaf 

y z=i — wordt. Alsdan zal men verkrijgen , 

X 

gl_ _ f, 1 J 1 n3t n(n+1)(n+2)fl 

*" n — l'j?»-! 2a!» 2«"+> 2.3.4 ir»H-3 

n (n-M) (n+2) (n+3) (tH-4) C 

— — . ■■ — jj — ^_ — _ _ "T" eoz* v*i 

2.3.4.5.6 a:« + * 

Het blijkt hieruit, dat voor s =co, de oneindige reeks volgende 
cp den eersten term C, behoudens hot reeds behandelde geral 
van n = 1 9 nul tot limiet heeft , zoodat de standvastige C de 
som of limiet voorstelt der oneindig voortloopende reeks 

1 1 1 

ï -+•=-- +"5;: -H 7r+ enz. 
2*» 3* 4* 

Voor evene waarden van n zal de standvastige C niet op dezelfde 
wijze als in het voorgaande geval behoeven berekend te worden. 
Immers, gebruik makende van de reeds iu S ^^^ gevondene uit- 
komsten , verkrijgen wij de navolgende getallen-waarden van C, 
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t* = 2. C = 3l;r« = "L* — 1,64493-40668482204, 

n z= 4. C= — = — =1,0823232337111382, 

ó yu 

2 Cr* TT* 

n z= 6. C = _— . = -— = 1,0173430619844491, 

45 945 

n = 8. O = ?^' = -^ = 1,0040773561979443, 

315 9450 

" = ^'^^ ^ = rSI = 9^5 = 1.0009945751278180. 

Voor onevene waarden van n heeft men , door de som van een 
zeker aantal termen der reeks regtstreeks te berekenen^ de 
navolgende uitkomsten gevonden (*), 

n = 3. C = 1,2020569031595943, 

n = 5. C ~ 1,0360277551433700, 

n = 7. C = 1,00834927738192^7, 

n = 9. C = 1,0020083928260822. 

Ziehier nog eene opgave van de getallen- waarden der acht eerste 
Bemouilliaansche coëfficiënten in decimalen uitgedrakt, ten einde 
daarvan bij de toepassing der algemeene reeks (A) § 175 het noo- 
dige gebruik te kunnen maken. 

H = 0,1666666666666, 
6 = 0,0333333333333 , 
C = 0,0238095238095 , 
D = 0,0333333333333 , 
« = 0,0757575757575 , 
£ = 0,2531135531135, 
(& = 1,1666666666666, 
ij z= 7,0921568627451. 



{*) Etcee heeft het eerst de berekening der getallen C Toor alle waarden Tan 
n van 2 tot 16 ingesloten ondernomen. Later lijn die berekeningen door LiOEHDai 
henien, verbeterd, en lot op » = 35 uitgestrekt. Men Tindt daarvan eene tafel 
in h«t llde deel tan xijo Traite des foneiions ellijitiques , pag. 432. 
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Be reeks (2) behoort insgelijks tot de half conTergeerende. 
Immers heeft men voor de waarden Tan twee aehtervolg^ende termen 
die met Bemouilliaansehe coëfBciënten aangedaan zijn, 

_ n{n+\)..{n + 2p) 
^'■^' - 2.3,.(2p+2).rM.%>+i ^P-^^' 
Derhalve 

fpH-i _ Xp^ (n+2p— l)(n+2p) ^ 
r^ ~ X;, • {2p + l) (2/14.2) V 

_ ^1 (n + 2p— l)(tt+2p) ^ 

uit welke verhouding dezelfde gevolgtrekkingen af te leiden zijn 
ab in S 182. 

S 184. Gaan wij thans tot eene derde en niet minder nattige 
toepassing der algemeene formule (A) $ 182 over, door namelijk 
y z=z l{x) te stellen, waardoor wij eene uitdrukking zullen beko- 
men voor den Nep. logarithmus van het product der natuurlijke ge- 
tallen van 1 tot s ingesloten. In dat geval heeft men 

jydm = \l{x)dx rr sl{x) — x, 

1 ^t 2 _. 2.3.4 

Jy = - , a»y = -- , ^y = — — , enz. 

s x^ x^ 

Dus 

Sl[x)=.C+{x + \)l[s)^x+l-^^ + ^^en^^ (1) 

Voor f =: 1 , wordt Sl[x) = 0. Derhalve 

^ , a iJ C 
2 3.4 5.6 

Deze reeks is weinig geschikt ter berekening van de waarde 
der standvastige C, uit hoofde zij te spoedig divergent wordt. Men 
zou daartoe voor x een grooter getal moeten nemen, en hierbij 
tevens de som berekenen van de Neper. logarithraen der getallen 
van 1 tot X ingesloten. Men kan echter, met Eulir, den navolg^enden 
weg inslaan ter bepaling dezer standvastige. 



TWEE EN TWINTIGSTE LES. 391 

Zi| namelijk 9 oneindig groot ondersteld, dan geeft de reeks'(l), 
\[\X^..x) = C+(j?+5) 1(4;) — ^, 

dus i(l .2.3 . . 2iF) = (7 + (2a? + i) /(2a?) — 2 ^r , 

en 2(2.4.6 .. 2a?) == 5/(ar)-|-j?f2 = C+(,i?+ i) K4?)+arI(2)— a?. 

De beide laatste Tergelijkingen van elkander aftrekkende , bekomt 
men 

1(1.3.5.. 2j?—1) = .t?/(a?)-4-(.i?-Hi)2{2) — ^, 

Na is , in gerolge de bekende uitdrukking Tan Wallis voor bet 
getol ff (S 53) , 

ff _ 2».4».6^.(2a?— 2)».2s 
2 ~ 3*.5«.7*..(2a? — 1)^ • 

waarin x insgelijks oneindig groot ondersteld wordt. 
Derhalve, tot de logarithmen overgaande , 

i i(^) = «2.4.6 . . 2a?) — 2(3.5.7 . . 2a? — 1) — i \%%\ 
en hierin de voorgaande waarden overbrengende, komt er 

lï0 = C^.(a?+i)ia? + si(2)~a;ï(^)-(a;+i)l(2)-il(2^) 
= C~2(2), 

das C = 2(2) -H 2(1/^) = 2(l/2ff) = ^2(2»), 

of C = 0,9189385332047 , 

waardoor de gevonden reeks overgaat in 

Voor de verhouding tusschen twee op elkander volgende termen 
der reeks (2) , vindt men gemakkelijk 

TpH-i _ Tip-vx 2p(2p — 1) Jl_ _ Ap^\ 2p(2p— 1) 
2> ~ Xp '(2^4-2) (2p-|-l)*af« ~ 4, ' 4ff»a?» ' 

welke breuk steeds ^ (— ) is, zoodat de gevonden reeks insge- 
lijks tot de half convergerende behoort. 
De gezegde reeks eeniglijk voor de Neper. logarithnien geldende , 
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zal op elk ander logarithraea-stelscl toepasselijk te maken fijn, 
door de termen , die met geene logarithmen akngedaan zijn , te ver- 
menigvuldigen met den modiilas van het grondtal of raet Log.t, 
genomen in het stelsel tot dat grondtal behoorende. Men heeft 
diensTolgens 

S Log,{s) = - Log.(2ns) + s Log.s — s Log,e -|-Jl Log.e ; 

Jl de rest der reeks aanduidende, welke voor zeer grooteg^ 
tallen-waarde van s al kleiner en kleiner wordt. In die hitste 
onderstelling bekomen wij , met verwaarloozing der rest , 

Log.{l .2.3 .. x) = Log.\/2iex -J- Log.x' -— Log. f , . . (3 
of 1.2.3. .a?= ^) V%n (|i 

waardoor men derhalve in staat is de waarde van het voorste M 
dezer Tergelijking bij benadering te berekenen. 

Nemen wij ter toepassing van de reeks (2) het geval , dat men (en 
naasten bij wil kennen het product der natuurlijke getallen van 1 
tot 1000 ingesloten, waarvan de regtstreeksche berekening bijoa 
onaitvoerlijk zou worden , dan heeft men , van de gewone loga- 
rithmen gebruik makende, Log.e = Jf = 0,4342944. Dus 

01 Log. {x) = 3000,0000000, 
zLog.{x) = 1,5000000, 

iLog.ilit) = 0,3990899 , 



2 

m 

lx 



0,0000362 , 



3001,8991261 , 

ilf^r z=i 434.2944819, 

SLog,{x) = 2567,6046442. 

Hieruit blijkt alzoo in de eerste plaats , dat het begeerde product 

een getal vormt bestaande uit 2568 cijfers, waarvan de zes eerste 

cijfers zullen zijn 402387, zoodat het gezochte getal begrepen is 

tnsschen twee getallen, die men verkrijgt door achter 402387 en 

40238 een aantal van 2562 nullen te plaatsen. Door nog een paar 

termen van de rest R in rekening te brengen, zal men tweenaao- 

' were grenswaarden voor het gezegde product kunnen bekomen. 

Men kan de hiervoren bedoelde rest R vervangen door eene 

, uitdrukkin van den vorm /(1-f-X), zijnde X eene functie van 
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X , welke voor toenemende waarden dezer laatste tot nul nadert. 
De waarde van SLoq\x) neemt alsdan den navolgenden Torm aan, 

— X Log, e + Log,{\ + -ï). 
Dus r{x+\) = v'27r.^'"^ï.«-'(l+X, .... (5) 



#- i 



en r[x)=iV2i^.x "^r . e~^(l 4- i) (6) 

Wat de berekening der functie X aangaat, zoo dient daartoe 
de vergelijking 

1+i = c« = 1 + jR -h i 2{* -f- enz. , 

of J[^ = -R +i /i2 -f-enz., 

waarvoor men, na substitutie der in de waarde van R voorkomende 
BernouUliaansche coëfficiënten, zal bekomen, 

^_ J 1 _ 139 

Van de vergel. (5) wordt, onder de benaming van formule van 
Stibling , inzonderheid in deleer der waarschijnlijkheden , een nuttig 
gebruik gemaakt tot bepaling der verhouding tusschen eenigen 
term der ontwikkeling eener hooge magt van een binomium en de 
som van al de termen. Ten einde niet al te wijdloopig te worden , 
vergenoegen wij ons deze toepassing met een enkel woord aan te 
stippen, zonder hieromtrent in bijzonderheden te treden. 

De vergelijkingen (5) en (6) , hoezeer afgeleid in de onderstelling 
dat X een geheel positief getal zij, zullen echter, uit hoofde het 
tweede lid van elk derzelve eene onafgebroken functie van x aan- 
duidt, voor alle mogelijke waarden van het veranderlijke element 
geldig zijn. 

§ 185. In het geval van a?< 1 , als wanneer de door R of l{\ 4-X) 
voorgestelde reeks divergent wordt, laat zich de waarde van r[x) 
niet meer met behulp van de reeks (2) berekenen. Legeudbe heeft 
hierin op de navolgende wijie voorzien. Men stelle namelijk 

1 + 5+ §•••+- = A^)» 

111 ^f s 

eo -. 4 -j -j- enz. •=: F[x). 

ar-f-1 x-^2 a?4-3 
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Volgens het reeds gevondene in $ 183 , is voor alle posi(iere 
waarden van # ^ 1 , 

fis) = C+/(,)+ l-l-, + ^4--A + en,., 

welke reeks beschouwd kan worden eene onafgebroken foncüe 
Tan s te zijn. Wijders stelle men 

Men ontwikkele thans F{x) in oneindig voortloopende reeksen, 
X daarbij O ondersteld wordende, dan komt er, na rang^bikkio^ 
volgens de opklimmende magten van x, 

P(s) = 1+1-1-1+1+... 
/.lil 

+^*li + ^ + ^.+ ^, + ..-) 

Deze uitdrukking laat lieh ook aldns voorstellen 

F{x) = Sj — S,iF + 5,d? — 54d;' + enz. 

zijnde hier Sn de som der n^ magten van de termen der harmoni- 
sche reeks 

,111 

*' 2' 3 • 4' ''''*" 

waarait volgt voor alle waarden van 4? O « 

f{x) = 5,— F(a?) = 5j.ir — 55ir* + 54J?*— enz. 

De reeks (1) S 184 ten opzigte van x gedifferentieerd geeft» omdat 

i(l.2,3..x) — ir(j? + l) = ir{x) + l{x) is; 



■ 



! 
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Derhalve op grond der beide voorgaande reeksen voorf{fl;)« 

d.ir(x)=zf[x)-l-c, 
«f , 

en dus na integratie, 

ir(x) = 2 S^x^ — g 5,0?»+ jS^a?» . • . — Kir) — Cs. . . (1) 

Hierbij behoeft geene standvastige te worden gevoegd, dewijl de 
Tergelijking 

ir(l+x) = ir(x) + l{x) = — Cj?+ 2^***"~ ^S^^-h.. 

aan de voorwaarde voldoet , dat elk van hare leden te gelijk met s 
nnl wordt. 

Deze laatste vergelijking geeft, na verandering van x in — jp, 

ir{l— j?) = Cx+ ^ S^x^ + i S^x^+ • . 

Derhalve , na optelling dèr beide voorgaande vergelijkingen , 

l(r(l^x)r{l+x)) = S^x* 4- r 5^0?*+ ^ 5,x«+en». 

Nu is, volgens het vroeger bewezene (YIII* les, $ 63), 

r(x) r(i^x) z=z ^A- , 

i%n.7tx 
dus 



stn.nx 
Hierdoor verkrijgt men 



'(:^J = s«**-+-5.«4*»H-J ««*•+. . .(2)0 



stn.Jtx 



{*) Deze reeks differentiërende, komt er 

- — TtcotTix =z Z \Sf*x + S^x,^ + S^x^ -h eni. |, 

X ' 

Stelt men hierin ttx = 9*, en 'voor cot,g> de in $ 176 opgegeven reeks, zoo zal men 
daaruit dezelfde waarden Toor iS'f , ^4 . . in f«ncti«n Tan het getal 71 , als aldaar gevonden 
üjn, knnnen afleiden. 
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Ofschoon de hiervoren gevonden reeks 

geschikt zij , om met behalp der als bekend onderstelde getalleo- 
waarden Tan de sommen S^^ S^, S^. . en van de standvastige C^ de 
waarde r(l — x) (d?<l zijnde) te berekenen , kan zij echter nog con- 
vergenter gemaakt worden, indien men haar, op grond der verg. (2; 
onder dezen vorm schrijft 

waaruit tevens volgt , 

ira+x) = 1 i(_Ü?_)_Ci;-J S,x^^ ls,x^— en». . (4) 

De reeks (3) is daarenboven vatbaar , om onder den navolgenden 
voorde berekening nog racer geschik ten vorm voorgesteld te worrfen 

-f-(5,-I)^+(5s~l)^*+enz (5! 

of, indien men de Nep. in gewone logarithmen verandert^ door de 
algebraïsche termen met den modalas M te vermenigvuldigen , en 
daarbij kortheidshalve, 

Miï-C) = A,, ~ (5,-1) = A„ ^(5s— 1) = A^ eiK. 
te stellen, bekomen wij 

— AiX+A^^ + A^x^+enz (6) 

dus ook 

i ^sin.rrx^ Z vi— ar' 

-hAiX — A^x^ — A^x^ — enz (7) 

Naar deze zeer convergerende reeks schijnt Legend re de tafel van 
de waarden der functie ^{a) , waarvan in de noot op bladz. UO 
melding gemaakt is, berekend te hebben. De standvastige O welkfr 
getallen- waarde men reeds in $ 183 opgegeven vindt, is daarbij door 
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dezen wiskundige bepaald, met behulp der reeks (7). Stellende 
namelijk s = - , dan heeft men , omdat 

(Sg — 1) — enz. 



5.32 
Gevolgelijk 

C= 1 - l(|)-^^(5.-l)-.^(5.-l)-^(5,-l)-enx. 

waardoor de hiervoren opgegeven waarde van C tot in achttien de- 
cimalen naaawkeurig bevonden is. 

Voor meerdere toepassingen der algemeene soramerings-formule 
(A) § 182 , vermeenen wij den lezer te moeten verwijzen naar de 
liMXiXxLÏwan Cale.^Diff, van Euler, Pars post, Cap. VI et VII, het 
III* deel van het Traite du Calc.^Diff. et Intégr, van La Croix , zoo 
mede het II* deel der Beginselen van de Diff,-, Integr.* en Variatie^ 
rekening van J. de Gelder. Ook ten aanzien der bepaling van de rest 
der reeks in eindige vormen , verdient inzonderheid nagelezen te wor- 
den, de reeds vroeger aangehaalde Theorie der DifferenxenundSummen 
van Prof. O. ScnLÖHiLCH. 
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Benaderings^methoden tot het berekenen def tvaarden 
van bepcLalde integralen. Formules van SmpsoM, 
Newton, Cotes en Stirling. 

S 186. Het onderzoek naar de waarde eener integraal j F[s)d», 

tasschen twee eindige grenzen genomen , kan dikwerf in de uit- 
Toering zoodanige moeijelijkheden opleferen, dat men Qenooóianh 
u tot benaderings-methoden toevlugt te neraen. 

Dat geral doet zich in Telerloi toepassingen op nataur- en werk- 
taigkande voor. Men mag het uit dien hoofde als een gewigtig 
voordeel beschouwen, in het bezit te zijn tan hulpmiddeien, dk 
ons in staat stellen de waarde eener bepaalde integraal met zolk 
een' graad van naauwkeurigheid te benaderen, als tot liet oogmerk 
▼ereischt wordt. Wij zullen deze en de volgende les bestemmen, 
om eenige der voornaamste benaderings-methoden te doen kennco, 
welke men aan de wiskundigen van lateren tijd , die zich met dat 
belangrijk onderwerp bezig gehouden hebben, verschuldigd is. 

Eene dezer methoden is door ons reeds in de zesde les aangewefen. 

Zij bestaat namelijk , zoo als door eenige voorbeelden aldaar ver- 
klaard is, in de ontwikkeling van F[x) volgens eene convergerende 
reeks, ten einde de waarde van /F(d?)dar insgelijks in eene dergelijke 
reeks te kunnen nitdrukken. Hoe spoediger nu deze convergeert 
tusschen de grenzen der integraal, des te minder termen zal meo 
alsdan van die reeks behoeven te berekenen, om de waarde der 
gezochte integraal roet een' voldoenden graad van naauwkeurigheid 
te bepalen. 

Die methode , ofschoon algemeen toepasselijk , vordert evenff^' 
steeds eene voorafgaande ontwikkeling der integraal in eene con- 
vergerende reeks, hetgeen niet altijd even gemakkelijk uit te voer?^ 
is, en daarenboven tot omslagtige berekeningen kan aanleiding 



I 
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^cTen , zoo dikwerf de grenzen der integratie niet toelaten de reeks 
tot een klein aantal termen te beperken. Wij zullen thans doen 
zien y dat het voorgestelde oogmerk , ook zonder behnlp van on- 
eindige reeksen y te bereiken is. 

S 187. Men kan namelijk het onderzoek ran de waarde eener 

integraal /F(^)djr tasschen de grenzen j; =: a en ar = &, in een meet- 

kunstigen zin beschouwen , als ten doel hebbende het bepalen van het 
gedeelte van den inhoud der kromme y = /"(ar) , besloten tusscben de 
as der ^, en de ordinaten behoorende tot de abscissen n en b ; F[x) 
hierbij ondersteld zijnde hare eontinuiteit te behouden tusscben de 
beide grenswaarden van ar. Deze beschouwing leidt van zelf tot 
het denkbeeld , om in het verdeelen der kromlijnige vlakte door 
tusschen-ordinaten, op de wijze in fig. 3 voorgesteld, een hulp- 
middel te vinden voor eene benaderde berekening van den inhoud 
dezer kromme, en dus ook van de waarde der bepaalde integraal 
\F{x)dx, even als zulks reeds uit het verklaarde in de !• les is 
op te maken. 

Verdeelen wij dan den grens-af stand 5 — n = «J in n gelijke deelen , 
en berekenen wij uit de vergelijking y = f (ar), de waarden der n 4- 1 
ordinaten , 

welke met de abscissen 

n n ^ n ^ 

overeenkomen. 

Beschouwende vervolgens elke ruimte tusscben twee opvolgende 
ordinaten begrepen , als een regthoekig trapezium , en dus de kromme 
zelve als een veelhoek van n zijden , dan volgt hieruit terstond voor 
eene benaderde waarde van den kromlij nigen inhoud 



= <jj?<L+Jt + y,H.y,4...y_,j. . . . 



(») 



welke formule dezen eenvoudigen regel in zich bevat : 

Mm neme de halve $om der heide grenswaarden van y, en voege 
daarbij de som der n — 1 tussehen gelegen ordinaten ; de uitkomst ver- 
menigmtldigd met den afstand d tussehen twee opvolgende ordinaten^ zal 



1 
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J 
eene benaderde waarde van den inhoud der kromme tuiMéhên de hepaalm 

grenzen opleveren. i 

Het is gemakkelijk in te zien, dat men aan deze relcen w ij zel 
alleen dan eenige naanwkearigheid kan toekennen, bijaldien inen\ 
Tan een groot aantal tasacben-ordinaten gebrnik maakt , liet^eea | 
Tooral Tereischt zon worden, zoodra de fonctie y vaa dien aard 
is, om groote Terscbillen in de waarden der opvolgende ordinaten 
op te leveren. Daarenboven zal men bierbij voor krommen, die 
tasseben de beide grens-ordinaten de bolle zijde naar de aa blij ven 
vertoonen, steeds te kleine nitkomsten; voor andere daarentegen, 
welker bolle zijde naar de as gekeerd blijft, steeds te groote uit- 
komsten verkrijgen. Alleen bij kromme lijnen van een kronkelenden 
vorm, zal men zich van de form. (1) met eenig meerder ver troa wen 
mogen bedienen. 

$ 188. Aan den bekenden Engelscben wiskundige Thomas Simtsoit, 
beeft men eene andere formule te d«inken , welke , boven de voor- 
gaande, het voordeel oplevert van bij het gebruik van een zelfde 
aantal tusschen-ordinaten , den inhoud der kromme met eene grootere 
mate van naauwkeurigheid te doen kennen. Deze in de toepassing 
zoo gewigtige formule verdient bier in de eerste plaats verklaard 
te worden. 

SixpsoH onderstelt daarbij, dat de gedeeltender kromme, gaande 
door de uiteinden van drie op gelijken afstand van elkander ver- 
wijderde tusschen-ordinaten, zoo als momitnj, m^m^m^ enz. (fig. 37), 
overeenstemmen met boogen van gewone parabolen , door die punten 
getrokken, in dier voege, dat de assen dezer verschillende parabolen 
allen evenwijdig aan die der ordinaten gerigt zijn. 

De inhoud der eerste kromlijnige vlakte «noPciPs*^! tusschen de ordi- 
naten yo, Vs begrepen , laat zich gemakkelijk aldus bepalen. Trek- 
kende de koorde m^m^, welke door de ordinaat m^p^ in het punt n 
in twee gelijke deelen gesneden wordt, dan is 

fip, = ^?^^^ , dus m^n = y, — i (yo + yj- 

Volgens eene bekende eigenschap der parabool heeft men, den 
afstand van twee opvolgende ordinaten a noemende, voor den inhoud 
van bet segment, begrepen tusschen den boog m^m^m^ en zijne koorde, 



DRIE EN TWINTIGSTE LES. 401 

Hierbij <q)tellende den inhond van het trapeziam po^i = ^(yo+^s) » 
komt er voor dien der kromlijnige vlakte door de ordinaten y^^ y^ 
beg^rensd , 

Op gelijke wijze zal de inhond der volgende vlakke ruimte be- 
grepen tusschen de ordinaten y^ en y^ , uitgedrukt worden door 

Heeft men nu den afstand tusschen de beide uiterste ordinaten 
yo9 y« in een even aantal n gelijke deelen, en dus den geheelen 

n 

kromlijnigen inhoud ƒ hierdoor in ^ stukken verdeeld, op gelijke 

wijze zamengesteld als de zoo even beschouwde , dan verkrijgt men 
ter berekening van dien inhoud, de navolgende benaderings-formule , 

1 = 1 |yo + yn+2(yj-f-y4+ ..yn-2)+4(yi + yjH-..y„_i) (1) 

welke in de praktijk, vooral bij de inhoudsberekening van vlakke 
figuren en ligchamen, van veelvuldige toepassing is^ en algemeeïi 
onder den naam van regel van Sihpson bekend is. Zij kan aldus in 
woorden uitgedrukt worden. 

Men neme de som der heide grens-ordinaten , vermeerderd met de duhhele 
som der tusschen^ordinaten van ojxevev^ rangorde ^ en met het viervoud van 
die der ordinaten van evchb rangorde» Het product dezer gezamenlijke 
som met een derde van den afstand tusschen twee opvolgende ordinaten 
zal eene benaderde waarde van den inhoud der kromme opUveren, 

% 189. Het is gemakkelijk in te zien , dat men zich van dezelfde 
formule insgelijks bedienen kan bij de inhoudsberekening van ligcha- 
men , door een gebogen oppervlak en twee evenwijdige platte vlakken 
begrensd , mits de waarden van y^ y^ » Vz' ' alsdan de inhouden 
voorstellen der doorsneden , die op gelijke afstanden evenwijdig aan 
de beide grensvlakken genomen worden. 

Voor den benaderden inhoud van het ligchaara, geboren uit de 
omwenteling eener kromme om de as der abscissen , geeft de formule 
van SiHPSopr diensvolgens , 



aic 



y^+y'n + 2(ySr|-y^..+v^-2)+%*,+yS • .+y*«--i)>. 



Bijaldien de grenzen van x bepaald worden door de beide snijpunten 
II. 26 
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der kromme met de as der abseiascn , loodat f « en f • elk nol w«»i^. 
dan Terkrijgt de formule (])$ 188» desen meer eenrondigen vorm, 

Om het gebruik der benaderingsformale Tan Siivsoir door een enkd 
voorbeeld op te helderen f zallen wij haar op eene bepaalde int^^aal, 
welker naauwkearige waarde bekend ia, Tan toepasaing^ makeo. 
Hiertoe kieien wij 

>l dx _ * j_ 0,785398163. 

Verdeelen wij den afstand 1 der beide grencen in tien gél^ke deekn, 
dan heeft men yoor de beide uiterste en de negen tussohen-ordinaten , 
de navolgende getallenwaarden : 

yo = 1, yio = Ö,5, 

y» = ^ = 0,9900990 

^* = 1:^9 = ^'^^"'^^ 

y, = ^ = 0.671U00 

yt = ^^ = 0,5524862 

3,9311573 



15,7246292 



jr»+yio 


^^ 


1.5. 


« = 0^1, 


y» 


= 


I 
1,0* ~ 


: 0,9615385 


y* 


— 


1 _ 
1,16 ~ 


: 0,8620690 


y< 


= 


1 
i,i36 "" 


; 0.7352941 


yt 




1 
1,6*" 


: 0,6097561 




3,1686577 

2 
6,3373154 








15,7246292 






30- 
ƒ = 


1,5 




23,5619446 
0,78539815 



welke uitkomst, soo.als men ziet, tot in de zeven eerste decimalen 
naauwkeurig is. 

S 190. Is de kromme werkelijk eene parabool, waarvan de as even- 
wijdig aan die der ordinaten loopt, dan zal, blijkens het voorgaande, 
de inhoud volkomen naauwkeurig kunnen berekend worden, met 
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behulp der eenvoadige formnle 



• 



de 



viraarin d den afstand der beide grensordinaten vo» yi> en yi 
tasschen -ordinaat , welke op ien afstand -r 9 van elk der beide eer- 
sten gelegen is, voorstelt. 

De kromme in zoodanig geval eene vergelijking hebbende van den 
vorm 

zoo verklaart zich hieruit de overeenstemming der voorgaande for- 
mnle voor / met die, welke wij in $130, langs een' anderen weg, 

voor de waarde van \F[x)dx , gevonden hebben , indien namelijk F(x) 

tot de rationale functiën van den eersten » tweeden of derden graad 
behoort. 

Voor eenen willekenrigen vorm van F[x) zal dezelfde formnle altijd 
eene eerste benaderde waarde van den inhoud 1 opleveren , dewijl zij 
onderstelt, dat men bij de ontwikkeling van F(«) volgens de geheele 
en positieve raagten van rr, de termen bevattende de derde en hoogere 
magten, verwaarloost De zaak laat zich echter nog uit een algemeener 
oogpunt beschouwen. 

§ 191. Onderstellen wij namelijk, dat men de zoo even bedoelde 
ontwikkeling tot de n* magt van x uitstrekke. Indien men èen 
afstand h — a = ^9 of het verschil tnsschen de beide grenzen van 
^, in n gelijke deelen verdeelt, en den— 1 ordinaten yi,^).. y»-! 
door de opvolgende deelpunten trekt , dan kan men zich verbeelden 
eene parabolische kromme van den n*^ graad ^ tot vergelijking heb- 
bende 

y = ao + fliO? + öjO?* • . +a«fl7*, 

gaande door de n + 1 uiteinden , zoo van de gezegde als van de beide 
grens-ordinaten yo, y»* Blijkbaar zal de loop dezer kromme des te 
minder van dien der gegevene kromme afwijken , naar mate het getal 
n grooter genomen wordt. De n-f- 1 coëfficiënten a^, a|. . o» in de 
aangenomen waarde van y voorkomende, zijn geheel bepaald» ver- 

^ Off 

mits men door de substitutie der n 4* 1 abscissen a,a -| — ^a-^ — enz., 

n n 

die tot de opvolgende waarden van y behooren , even zoo vele eerste 
magtsvergelijkingen verkrijgt , ter bepaling der onbekende coefficiën- 
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ten, welke derhalve ia den vorm van lineaire fonctiën der u+\ 
ordinaten kunnen uitgedrukt worden (*)• 

De berekening van de getallen waarden dezer ordinaten laat zicb 
het gemakkelijkst verrigten, indien men s vervang^t door a + dit, 
waardoor F(s) overgaat in f{u)^ en vervolgens in deze functie achter- 
volgens voor u substitueert , 

12 
tl n 

F(s)d» heeft men alsdan te berekenen. 



^0 



terwijl de vergelijking der parabolische kromme hierbij denzelfden 

Torm 

y = Ö0 -f- OjU -f- öjtt* ... 4- «n*** 

aanneemt, waarin echter de coëfficiënten Oq, aj . .a» , andere waar* 
den als hiervorcn zullen verkrijgen. 

Gebruikt men nu deze waarde van y voor f{u) , en integreert men 
vervolgens tusschen de grenzen O en 1, dan blijkt terstond, dat de 
waarde van/ /'(u)dtt, eene lineaire functie wordt van de coëfficiënteü 

flov^i * '9 ^° ^°^ ^^^ ^^° ^^ ordinaten yofVi • «f zoodat de gezochte 
integraal moet kunnen voorgesteld worden door eene uitdrukking 
van den vorm 

^ (^oyo + ^ 1^1 + ^%y% . • . + AVn) f 
waarin Aq^ Ai» , . An standvastige coëfficiënten aanduiden , die blijk- 
baar eeniglijk van het getal n afhankelijk zijn, en welker hepalw^ 
thans nog overig blijft , om den inhoud der kromme of wel de waarde 
der integraal ƒ F{(t)dx bij benadering te berekenen. 

Men kan zich hierbij van verschillende handelwijzen bedienen; 
waaronder de beide navolgende tot de eenvoudigste behooren(t)» 



(*) Onder lineaire functie van eenige veranderlijke grootheden a:,y, if,^ »<**"*• 
verstaat men gewoonlijk eene geheele en rationale uitdrukking, waarin die groo- 
heden slechts in de eerste magt voorkomen, en met standvastige coëfficiënten aan- 
gedaan zijn. 

(•{■) Bij vergelijking onzer handelwijze metidie door Prof. Grüneht medegedceW 
in het XIV* deel van zijn Archiv der Mathematik und Physik, pag. 225, voor 
de oplossing van hetzelfde problema , zaf men deze laatste voorzeker niet tso ^^' 
slagtigheid kunnen vrij pleiten. 
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In de eerste plaats merken Tvij op , dat de waarde van den tweeden 
factor in de voorgaande uitdrukking niet veranderen kan, door 
eene onderlinge verwisseling der ordinaten , in dier voege namelijk , 
dat yo door y«, y^ door y„_i enz., en in het algemeen y^ door yn-p 

« 

vervangen worde. Immers beteekent zulks hetzelfde , als of men de 
kromlijnige figuur omkeerde, zoodat y„ de eerste en y^ de laatste 
grens -ordinaat werd, endusyn-ide tweede, yn_2de derde ordinaat enz., 
lietgeen den inhoud der kromme onveranderd laat . Uit dien hoofde zal 
de gezegde factor mogen vervangen worden door 

A„yo + An-iyi + -^«-ayi . . . + A^yn^i -+• A^yn. 

En aangezien beide uitdrukkingen identische uitkomsten moeten 
opleveren, welke waarden de ordinaten y©» yi • • y» verkrijgen, kunnen 
wij hieruit terstond besluiten tot de gelijkheden 

Deze eigenschap der coëfficiënten A zal ons thans een hulpmiddel 
opleveren tot vereenvoudiging van het onderzoek hunner algemeene 
waarden. 

Te dien einde behooren wij twee gevallen betrekkelijk de getallen- 
waarde van n te onderscheiden ; n kan namelijk even of oneven zijn. 

P gevalt w = 2m. 
Het aantal ordinaten alsdan oneven zijnde, heeft men eene middelste 
ordinaat behoorende tot de abscis u = ^. De ordinaten op gelijke af- 
standen ter wederzijde van die middelste verwijderd , zulleii , gelijk zoo 
even gebleken is , met gelijke coëfficiënten aangedaan zijn. Wij kunnen 
derhalve, door den oorsprong naar het midden van den afstand <^ over 
ie brengen, de rij der n + 1 ordinaten alsnu naar rangorde voor- 
stellen door 

y-.«, y-m+i . . y-i , yoj Vt • . . ym-i, ym, 

en das den inhoud der kromme door een product van den vorm 

^ j -^oyo + ^i(y-i 4- y i) + ^i(y-3 + yi) . . . •+• ^»»{y-m + y«) | 



= tf I ydu :=, d \ («o + «i** + • • • (i^nU'')d\A . 



(1) 



waarin de algemeene waarde van y denzelfden vorm als voren 
behoudt, terwijl eeniglijk de col^fficiënten a^^ Oj ... hierbij van 
waarden veranderen. 



406 INTEGKAAL-REKENING. 

Schrijvende ter bekorting y<F> Toor y^p+ypt dat is w€»or &c som 
▼an twee ordinaten, die elk op p gelijke afstands-deelen van 4ie mid- 
delste verwijderd ujn, dan vindt men, uiet weglating wan den 
gemeenen factor ^, in de plaats der roorgaande vergelijking » de 
navolgende 

Om na hieruit de waarden der coëfficiënten A te bepalen , «iiffe- 
rentiëre men de beide leden dezer vergelijking achtervolg^ens ten 
opzigte van de m grootheden 

dan zal men , omdat in het algemeen 

^=»-+"= ^+(£)>(ï)'§..+e-^. 

en dos 

"SiT ~ ' diT ~ 2 (m) • "di^ ~ 2Ï (m) • 



dOfm 



iiÖ 



voorts yt = Oo, -p- = 1 is^ en de coëfficiënten Aq^A^.. . eeniglijk ;| 

van fi afhangen , uit de vergelijking (2) terstond de navolgende be- 
trekkingen kannen afleiden : 



^-»_j^,^.2-i. + 3.^,...+«»^„j = ^-1^, 
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5 ^0 "T" -«1 "T~ ^i "T~ -^3 • • • "r ■^**» "~" A 

1 «II* 
^, + 2*^, + 3*J,.. .^-mU« = 2 |-, 



(3) 



1 m** 



2 n + r 

^elk stelsel vergelijkingen dienen kan om de waarden der coëffi* 
ciënten A in elk bijzonder geval te berekenen. 

S 192. Alvorens tot eenige toepassingen over te gaan, zallen mj 
thans de tweede der door ons bedoelde handelwijzen doen kennen ; 
waardoor men de zoo even gevonden vergelijkingen, zonder behulp 
Tan eenige differentiatie, kan bekomen. 

Baar namelijk de coëfficiënten A onafhankelijk zijn van die 
welke in de vergelijking der parabolische kromme voorkomen, 
zal de vergelijking (1) evenzeer moeten gelden voor het geval , waar- 
in elk dezer laatste coëfficiënten , met uitzondering van den eer- 
sten Oo, nul wordt, als wanneer tevens yp =: y.^ = <io, en dus 

I ydu = Oo wordt. Hierdoor gaat de vergel. (2) der vorige $ 

terstond over in 

ao(i<o"f"2il|-f-2Jj . .• +2dm) = «o » 

welke y na door 2ao gedeeld te zijn, met de eerste der vergelij- 
kingen (3) overeenstemt. 

Stellen wij wijders al de coëfficiënten a nul , met uitzondering van 
den derden a,, waardoor y = a^u' wordt, dan heeft men ypzzny—p 

= a* ^^-rL\ en dus , volgens vergel. (2) , 

(Zul)' 

welke met de tweede der vergelijkingen (3) overeenstemt. 
Op gelijke wijze voortgaande zal men voor 

y = a^tt*, y = a^ttS . . y = a^u'' , 

achtervolgens de overige vergelijkingen (3) zien te voorschijn komen. 

g 193. Het eenvoudigste geval is dat van n = 2 of m = 1$ 

als wanneer er behalve de beide uiterste waarden van f(u) slechts 



[ 
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ééne tuischen-waarde y« t« berekenen is. De beide eerste rergelf» 
kingen (3) $ 191 geven ter bepaling Tan A^ en il|, 

2 •^o + -»i = 2» "^^ ^" 8* 

2 

dos ^0 = 1— 2ili = sr. 

Derhalve / = g{4yo + y-i -Hyi j =g(*yo + y^O' 

welke nitkomst overeenstemt met die, reeds in $ 188 g^Tonden 
Toor de gewone parabolische kromte , waarop de formnle yan Snrsos 
gegrond is. 

Voor n = 4 of m = 2 , als wanneer vijf waarden van y te bere- 
kenen zijn, heeft men, ter bepaling van Aq^ Ai^ A%j de ^t 
▼ergelgkingen 

112 8 

^ Ao + At + Ai = 2» Ai + AA^ = g, i<, + ie-4, = g. 

Uit de beide laatsten volgt terstond , 

12^, = - of J, = -. en A, = ^--=-. 

De eerste geeft 

^, = 1-2(J,+^J = l-i| = 1. 

Derhalve ' = ^ 1 12yo+ 32ya> + 7y(2) { . 

Als voorbeeld ter toepassing dezer formule, stellen wij ons voor 
bij benadering de waarde te berekenen van 

-| ds 
o l + «' 

welker naauwkearige waarde , zoo als bekend is , door N, Lag, ^ 

1 
= 0,4054651*. • uitgedrukt wordt. Men stelle o; =:-v, dan wordt 



I: 



fi dx __ fl du 



113 l 

Voor u = O, -,-,-, 1, geeft de functie achtervolgens 

1 4 2 4 1 
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Men verkrijgt alzoo Toor eene benaderde waarde der integraal 

90 
welke tot in de zes eerste decimalen blijkt naaawkearig te zijn. 
S 19A. Wi} gaan thans over tot de behandeling van het 

IP gevah n = 2m+L 

Het aantal ordinaten is alsnn even. Nemende wederom het midden 
van den afstand ^ tot oorsprong, zoo kunnen wij de ry der ordi- 
naten naar volgorde aldas voorstellen : 

y n .. . y s, y 1, yi, y, . . . yn. 

De fn+l coëfficiënten A , moeten alsnn voldoen aan de verge-» 
lijking 

^o(y t+yi)+A(y s+ys) . • • +^«»(y --J-y**) 

of stellende voor de som van twee ordinaten , die met denzelfden 
coëfficiënt Ap aangedaan zijn, y^p>j zoo heeft men 

Na is, in het algemeen, 

2p-f-lx*0i . /2p+K*o 



»'« = „*i+,-».4, = 2^ + (2=)-2+(a3::) 2... 

,2p+l.*" ai« 
das 



"*"( n ) 2*»-> 



Differentieert men de vergel. (l) achtervolgens ten opzigte van 
^Of «2, b^ enz., dan vindt men even gemakkelijk als in S 191 het 
naYolgende stelsel vergelijkingen , ter bepaling der m+1 onbekende 

coëfficiënten , 
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1 «* 

iio + 3% + 5M,..4-n*J^= -— ff 



1 n2» 

2 n 



Nemen wij wederom het eenvoudigtte geval , namelijk dat Tan rier 

ordinaten, als wanneer n = 3 en dui m = 1 is. De beide eersit 

der voorgaande vergelijkingen geven 

1 3 

Ao+Ai = ^, en Ao + 9At = g , 

waar ai t volgt 

-4| = g , en i^o := ^ . 

De benaderde waarde der gegevene int^raal wordt derhalve oit- 
gedrakt door de formule 

In het geval van zea ordinaten , heeft men n = 5 , dos •» = 2. 
De drie coëfficiënten Aq, Ai^A^f worden alsdan bepaald met behalp 
der vergelijkingen 

1 . 25 

Ao + Ai + A^ = 5» A^ + 9Ai -|- 2bAi = -^ • 

waaruit ^ ^ j, 

•~ rW' "*•— 98' ^»— 288- 

Hen vindt alzoo voor de benaderde waarde der integ^raal 

A J50y(0) + 7V>-»-l»y^«l- 

De hiervoren opgegeven formule voor bet geval van vier ordi- 
naten was reeds door Newton , doch zonder betoog , bekend gemaakt 
aan het slot van zijne JfetAoduf differentialu. Men vindt daarbij tevens 
hulpmiddelen aangewezen, om de inhouds-berekening ingeval van een 
grooter aantal ordinaten, tot die voor een kleiner terug te brengen. 
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aiter hebben zich Stiblinq en Cotbs , twee verdienstelijke Engelsche 
islcandigen der voorgaande eeuw, met hetzelfde onderwerp bezig 
eliouden, en dé formnles uitgestrekt tot op hel getal van d/* ordinaten , 
etgeen nog al omslagtige berekeningen moet vereischt. hebben. De 
veQ door elk dezer wiskundigen daarbij gevolgd , is echter door geen 
Lunner bekend gemaakt. Stibling schijnt zich eeniglijk bij een oneven 
lantal ordinaten tot dat van negen ingesloten, bepaald te hebben ; doch 
leeft daarbij tevens eenige correctie-formules gevoegd tot het verkrij- 
3^en van eenen hoogeren graad van naaowkenrigheid, en waarover 
itraks nader zal worden gehandeld (^). 

§195. Alvorens de uitkomsten door voornoemde wiskundigen ver- 
kregen f mede te deelen, zullen wij ons met de algeraeene oplossing van 
elk der beide stelsels vergelijkingen (3) S 191 en (2) § 194, bezig 
houden 9 ten einde de waarden der coëfficiënten Ay regtstreeks in 
functie van n of m uit te drukken. 

Beginnen wij met het eerste stelsel (3), toepasselijk op het geval van 
n :=: 2m. De eerste dezer vergelijkingen strekt eeniglijk om de waarde 
van^o uit de vooraf berekende van elk der overige coëfficiënten ^i, 
ili . • • Am af te leiden , zoo dat het hier slechts op de oplossing der m 
vergelijkingen 

1 m* 
ili+2*Jt + 3U, .. + mM^= -• -. 

-5 O 



1 m* 
i«,4-2»J, + 3-^ . . +m'»J«. = ^ - — . 

aankomt. Te dien einde vermenigvuldige men de m — 1 eerste vergel^- 
kingen , naar rangorde , met de onbepaalde coëfficiënten P, Q , R, . . Z^ 
en telle de producten bij de laatste vergelijking op ; dan znllen al de 
termen van het voorste lid der hieruit ontstaande vergelijking, met 
uitzondering van den eersten 

(l+P'hQ-hR^*'hZ)Ai, 
verdwijnen, bijaldien de coëfficiënten P, Q, U, . . Z in dier voege 



(*) Zie igne Methodus differontialis ^ sive Tractatus de summationê et intern 
polatione seriertum infinitarum^ Propos. XXXI. De formules yan Gons lijn te 
vindcD in lijne ffarm<mia Mensurarum. 
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gekozen worden ^ dat sij roldoen aan de «• — - 1 Tergel^kingei 



waartoe vereischt wordt dat de getallen 2', 3^ • . m^ de wortels zijn der 
(m"— >!)* magts-vergelijking 

De waarden der getallen P, O, Jt • . zijn alzoo onmiddelliïlc af te 
leiden uit de bekende betrekkingen tasschen de eoëfficiënten en de 
wortels der hoogere magts-Tergelijkingen. Men heeft derhalve ter be- 
paling van den coëfficiënt At , de formule 

m* j 3 6 ^ ' 7 n-f-l 

-'^l — "^ 



Daar echter de noemer van dat gebroken de waarde aanwijst , welke 

het prodact 

(.r— 2») {.r— 3») (a?— 4«) . . (ar— w«) , 

verkrijgt, in de onderstelling van rr = 1 , en das vervangea kan wor- 
den door 

± (4—1) (9—1) (16—1). . (m«-l). 

naar dat m oneven of even is, zal men , alleen op de getallen- waarden 
van PyQ,R.. acht gevende, voor Ai kannen schrijven , 

^^— 2 \ (4—1) (9—1) . . (i»«— 1) 

zijnde P het product der m — 1 wortels , Q de som der producten roet 
weglating van een hunner, enz. en Z de som dezer wortels. 

Om eene soortgelijke uitdrukking voor den volgenden coëfficiënt A^ 
te bekomen, zal men slechts den wortel 2' door 1 hebben te vervan- 
gen , en zoo nu Pj , Qi , 1?| . . de waarden beteekenen, welke P, Q, £ . . 
alsdan verkrijgen , zal de coëfficiënt van A^ bij de optelling der voor- 
melde producten uitgedrukt worden door 

2» JJP| 4- 2« (?i 4- 2*1^1 . . + 2--2 1 , 

waarvan de waarde overeenstemt met die, welke het prodact 

2*(a?— !)(*— 3»).. (s~m»), 
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verkrijgt in de onderstelling ran d? = 2*, namelijk 

± 2«(1— 4) (9-4) (16-4) . • (m»-4). 
Men vindt alzoo op gelijke wijze als voren 



^» = 



2» (1—4) (9—4) . . (m>— 4) 



De overige coëfficiënten laten zich door soortgelijke formules uit- 
drukken, zoodat men gemakkelijk de navolgende algemeene for« 
mul e voor de waarde van den coëfficiënt ^^ verkrijg;t. 

Men vorme namelijk de (m—l)^magts* vergelijking 

a-^i + Z^se^-^.. +Q^a; + P^ = 0, 
tot wortels hebbende 1 , 2*, 3*, ... (fi — 1)', (/*+!)*, ••• *»*! dan heeft men 

'*'* "^ 2a» (l— A*) (-^-it£«) (9— m') . . (m>— A«) • • ^^ 

met weglating nogtans in den noemer van den verdwijnenden factor. 

Stellen wij , om die algemeene uitkomsten op een voorbeeld toe te 
passen , n = 8 of m =: 4. De parabolische kromme is als dan van den 
achtsten graad , en het aantal te berekenen ordinaten bedraagt negen. 
Om Al te vinden heeft men hier 

P = 2>.3^4» =576, Q = 2«.3> + 2*.4*+3U> = 244, 

en R = 2*-i-3« + 4> = 29. 

At = 



2 ( (4— 1)(9— J)(16— 1) 

,^^ 16.244 , 18^29 16\ 
192 1 



_ ^ 9 ) _ 5248 

~" ( 3.8.15 » ~ 14175* 

Voor A^ , heeft men , 

P, = 1.3V4» = 144, Q, = 3« + 4«-f.l2« = 169, H| = 26, 

,„ 18.169 . 16*.26 16» 

16i 5^7 9 

Dns ilj = -r* 



8^ —3.5.12 1 ~ 14175* 

Voor ilj, 

/>j = 1.2«.4» = 64, O, = 2» 4-4* + 8» = 84, Uj = 2l, 
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M leM 16».21 16»! 

18^ 3 5 "*" 7 T _ 2944 

^' ~ 2.3* ' 5.7.8 ' ~ 1417*' 

en voor A^ 

P, = 1».2«.3« = 38, O, = 2»+S« + 8« = 40, ü, = U. 

i36 ^^ 18>49 18»14 18'j 
— ^Q I 3 5 7 T (_ 989 

Dos A, _ 2 ^, I -7.12.15 ~ 28350' 

Hierbij komt nog 

i54> 

Ao = l-2M, + ^,+.<, + ^4) = -2Ö35 • 

Men Yerkrijgt alzoo voor de benaderde waarde der integraal, è 
formale 

2Q35Q j989yc*> + 5888yc«— 928y(2)+ 10498ya)— 454y,|. 

In het geval vann^i: 2m+ 1, hebben wij het navolgende 
vergelijkingen op te lossen , 

A^'h Ai^^Af . . ^Am =s s , 

- * 

2 5 



2 n 

Vermenigvoldigende de m eerste vergelijkingen met de onbepflW"^ 
eoëfficiënten P^Q^R..Z^ zoo verkrijgt men even als voren 

^* ~ S I i4.p + 0+ii^..Z i' . 

indien namelijk P, O, i{, . . voldoen aan de vergelijkingen 

p 4- 3«e ^-3*5 . .4-32"»= O, 
P4.5ïQ-|-5*il.. + 5^=:0, 



p -f. n«0 -4-n*iï . . + «2« -3. o, 
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soodat de getallen 3>»5^, . . n^ de wortels zijn der m* magts-Tergelij* 

en omdat 1+P+Q+R^,, Z de waarde voorstelt van het product 

(Of— 3') (o?— 5>) (ir— 7») . . (ir— n«) , 

voor d? = 1 , hebben wij , alleen op de getallen -waarden van P^Q^R,. 
acht gevende, ter bepaling van den eersten coëfficiënt ^^o» ^^ formule 

"^0=2 1 (3>— 1)(5»— l)..(n»— 1) 

Op gelijke wijze bekomt men voor den algemeenen coëfficiënt Afi^ 
stellende hierbij 2jC£+l = aci, 

^ — 2 |(l-/:«»,) (9- /t»,)(2&- ƒ.',). . {n« — A.»,)l * 

wederom met weglating in den noemer van den verdwijnenden 
factor; zijnde hierin Pf^p Q/a . . , in omgekeerde orde de getallen- 
waarden der coëfficiënten in de m* magts-vergelijking tot wortels 
hebbende de getallen, 

, 1 , 3», 5», . . . {2fi — 1)>, (2a-(- 3)> . ; n». 

$ 196. Wij mogen niet onopgemerkt laten, dat elke der beide 
voorgaande algemeene waarden van Afi tevens vatbaar is om in den 
vorm eener bepaalde integraal uitgedrukt te worden. 

Wat de eerste betreft , waarbij n = 2m aangenomen is , zoo stelle 
men het polynomium ontstaande uit het product der m + 1 factoren 

««(^«- i)(*»- i){^»-i). ,(s«-l) = JF(x»), 
m* w* m* 

dan is het ligt in te zien^ dat men , ingevolge de beteekenis hier- 
voren aan de getallen P^, Q^ , . . Z/* gegeven , zal mogen schrijven , 

i* f til* ffl*-* fll*-3l» 



of 



, ^« r m* m'»-* mr 






Elk lid dezer vergelijking met d^ vermenigvuldigende , en ver- 
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▼olgens int^rerende tnsschen de grenxen O en 1, zal meo I)evik| 
den, dat de teller in form. (1) kan Yoorgesteld worden door 



±»' 



•f o 1»^ 



naar dat m •— 1 eren of oneven is. 

Differentiëren wij thans het polynomiam F(s*) ten aantiennl 
s^, en noemen wij de waarde» welke het düferentiaal-qootient^ 

de bijzondere onderstelling van s = — rerkrijgt, ^ii'-i]*H 

komt er, 

mét weglating nafnelijk van den factor , die nol wordt, Be noem 
in de form. (1) yerandert hierdoor in ± 2m*FJ — ), naardat si'^l 

even of oneven is. Gevolgelijk bekomen wij, na sabstitatie, tooi 
het geval van n even, 

A — _L- nii^^ m 

•"/» — - I • • . • • . • if' 



1 nF(ig^)dx 
— I ... . • . . 



Men kan zich gemakkelijk verzekeren , dat dezelfde uitdraklÜDg 
insgelijks geldig is voor het geval van n oneven, mits F(9^) alsdio 
voorstelle het prodact der m + 1 factoren , 

(^_i.)(,«_^)(^._^)..(s«-i). 

n*' n*^ n*' 

S 197. Zie hier thans de uitkomsten door de hiervoren ge- 
noemde wiskundigen verkregen , voor de benaderde waarden eener 
bepaalde integraal, of van den inhoud eener kromlijnige vlakte. 

Aantal 
ordinaten. Inhoud. 

3. l (y^^> + 4yo). 

5. ^ (7y(2) + 32ya) + 12yo). 



SI 


^ 


o. 


17280 


Q 


d 


€y« 


S8350 


10 


d 


A Vf • 


89600 


1 1 


^ 
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^' 203 (*%^^^'+75y(i5+50i/(0)). 
7. ^ (41y(3> + 216y(2)H-27ya) + 272yo). 

(751y^5> + 3577y(3) + 1323t/Ci) +2989y(0>). 

(989y(4) + 5888y(«) — 928y(a) + 10498y(i) — 4540yo)» 
(2857yC^) + 15741yC3) + I080y(2) + 19344ya) + 5778yC0)), 

" " • 598752 ^^^^^^y^^^ *+• lÖ6300y(*> — «525y(3) +272M0y(2) 

— 260550ya) + 427368yo). 

In deze formales verkrijgen de coëfficiënten ^es te grootere getallen - 
waarden , naarmate men een grooter aantal ordinaten in rekening 
brengt. Voor de toepassing zou men , ter vermijding van omslagtige 
vermenigvuldigingen en deelingen , vooraf eene tafel kunnen ontwer- 
pen van de logarithmen der breuken die als coëfficiënten der ver« 
scbillendo termen voorkomen. 

Men kan daarenboven den graad van naauwkeurigbeid dezer for- 
mules naar welgevallen verhoogen , door den kromlijnigen inhoud lu 
een zeker aantal vakken te verdeden , en alsdan op elk dezer onder- 
deden afzonderlijk de aangenomen formule van toepassing te maken , 
op de wijze als zulks door Sihpson gedaan is bij het tot grondslag 
nemen der formule , welke slechts voor drie op gelijken afstand ge- 
nomen ordinaten geldt. 

S 198. Zoo als biervoren (§ 194) reeds vermeld is , beeft Stibltno 
zich niet enkel bepaald bij de medededing der formules voor het 
gebruik van een oneven aantal ordinaten, maar daarbij tevens 
correctiën aangegeven , waardoor men den graad van naauwkeurig- 
beid, welken deze formules voor de benaderde waarde van den 
inhoud opleveren, kan beoordeden. 

Die correctiën laten zich, gelijk straks blijken zal, onder eenen 

* 

zeer beknopten vorm voorstellen, hetgeen door genoemden wiskun- 
dige niet schijnt opgemerkt te zijn. Om hiertoe te geraken zal he( 

ydSf 
II. 27 
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in faDclie der differentiën ran Terschillende orden der reeks 

yo» Vtf ys • • y» > 

bepalen, en alzoo tot eene aitdrokking van den vorm 

^{^oVq 4- ^lAyo + ^iA'yo+ ^jA'yo . . - + Aj^^^yo } , 

herleiden, zoodat het er slechts op aankomt de waarden der »— f-^ • 
onbekende coëfficiënten te vinden. 

Stellen wij thans xzm a-\ , das ds = > cfu, waardoor de ( 

tl tl \ 

limieten der integraal veranderen in O en tt. Baar y alsna eeoe J 
fnnctie van u wordt, beteekenen de opvolgende termen der voor- j 
gaande reeks de waarden , welke y verkrijgt, wanneer men achter- ({ 
volgens tt met de eenheid laat aangroeijen» Een willekeurige term 
yp is das de(p+l)* term der rekenkanstige reeks van de n" orde, 
tot algemeene term hebbende 

y = Oq -{- QiU + öjtt* ... -f- a^'m,'^ , 

en welke men, ingevolge $ 154, met behnip der eindige dieren- 
tien, aldas kan nitdrnkken: 

tt(tt— l).,(u — n + 1) 

^ _— -^ A y^. 

1.^. • . tl 



Wijders is I yéx = - I ydu. 

Ja **Jfo 

Dus I ydu =Ln\ Ao^o + ^lAyo + -^j A*yo . . . + ^«A"yo| • 

Schrijvende na in het eerste lid dezer vergelijking voor y hare 
voorgaande waarde in fanctie der dififerentiën Ayo> A'yo enz., en 
integrerende vervolgens tasschen de grenzen O en ti, dan beko- 
men wij terstond voor de ge tallen- waarden van de coëfficiënten A, 

l /*'* tl 

. ■ 1 f» , ,, , n(2n— 3) 

^' 2.3nj, ^ '^ ^^B»— 2.3.4 2.3.4 ' 
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en in het algfemcen 

Ap = — i ru{u~\){u — 2)...iu'^p+l)du 

Z,o.,p,n J ^ 

= 5-5 rn(n — l)(n — 2)^,.(n— p + l)dn. 

Tasscheii deze coëfficiënten u4 bestaan eenTondige betrekkingen, 
iT^aardoor men in staat is elke derzelven uit de voorafgaande op 
eene meer gemakkelijke \vijze te berekenen , dan door het uitvoeren 
iran de hier aangewezen integratiën , welke bly toenemende waarden 
van n omslagtiger moeten worden. 

Die betrekkingen kunnen op de volgende wijze verkregen worden. 

Uit de ontwikkeling 

/i . w 1 . . u(ti— I) . , m(u— l)(tt — 2) , , 
(l-f.a)-= H-ua + ~^yy-ia»H — i — ^-^^ ^a»+enz., 

vol^t namelijk, u een willekeurig getal voorstellende, 

p(l-H»y* du = n(-4o-|-i4ia-l--4,a«-i-^,«»4-...^„a*4-^„-i.ia"-*-i+enz.)- 



'1 



o 
Daarenboven heeft men 



ƒ." 



(l-|-a)"dtt 



n(^l+(!^)a + ^!^:=n^^ 



_ (l+o)n_l _ ^<,i-r--^^-r- ^3 

l(l+a) ~ 1 i , 1 1 1 1 , 

^ ' 1 — -a + ^a* — -a*H-enz. 

334 



Uit de gelijkstelling der beide uitdrukkingen voor deze bepaalde 
integraal, ontstaat de identieke vergelijking 

1 — ^a-h-a* — -a» + enz. 

2 o 4 

= At-h Ata + Ata* ... + AjV + A,^i(r-^^ + em., (1) 

wanruït , ter bepaling der n + 1 eerste- coëfficiënten A , de navul- 
gende betrekkingen afgeleid worden. 

11 (n-l)(n-2) 

^'-a^'+s''" 2:3 
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A *ij-*^ 1 , _ (it— l)(n~2)(i»~3) 



^•— — ^11-1 +—^»— a«- .it — r~T'^« ^" ^» 

welke blijkbaar roor de berekening gescbikter lijn , dan de voor- 
gaande integraal-formules. 

In bet geval van n = 2, heeft men 

ilo = I, ili =: 1, en ilj = 2"^3 ^^ §' 

Dn» f ycfjp = rf j yo+ /^yo + ^ A*yo|- 

Voor n = S, komt er 

-«O — *» -<*i — 2 ^ 2' *"" 3""? 5 — i* 

fb i 3 3 11 

Das I ydx = ^^ y^ + - Ayo + ]f A*yo + ^ A*yo [• 

Voor n = 4, 

iio = 1 » i4| = 2 , ^1=1 — -+ 1 i^ - , 

>«— *^* 2 5_2 ._ l.l 5,1_7 

» 
Das f yito = * jyo + 2Ayo + 3 A»y, + 3 A*y + 55 A*y« J. 

Op gelijke wijze zal men vinden, Toor n = 5, 

jjds = <»)y. + |Ay,4-gA«y.+yA»y.+,^^A»y.+2T8^'yj' 
en TOor n = 6, 

/i I 9 41 II 

ydx = *jyo + 3AyoH-5 A»y« + 4A'y» + 2Ö^*y«"*'2Ö^'*'* 



*1 . I 
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% 199. In de toepassing schijnen deze formules echter niet verkiese- 
lijk hoven die van $$ 191 en 194, dewijl zij, yoor onevene waarden 
van n, de berekening; van een dubhel aantal coëfficiënten vorderen. 

De voorgaande analysis levert daarentegen een geschikt middel 
op, om de hiervoren bedoelde correctiën vrij spoedig op eene alge- 
meene w^ze te bepalen. Stirlihg heeft onder die correctiën ver- 
staan het verschil tusschen de waarde der integraal berekend voor het 
geval vann+1 ordinaten, en de meer naanwkearige waarde, welke men 
verkrijgt door het aantal ordinaten met nog twee te vermeerderen, 
en wel in dier voege genomen , dat de eerste met u = — - 1 , en de 
laatste met u := n *{- 1 overeenstémme. 

De functie y wordt in dat geval van de (n -f- 2)" roagt , en alsoo 
uitgedrukt door 

tt(u — I) . , u(u — l)..(tt— n — 1) ., 

terwijl de waarde der integraal 

hierbij overgaat in 

^{ -^oyo "H^i Ayo + ^iA*yo • • • + ^»-M A**^^yo + iln-wA^^ay^ I , 

waarin nu de coëfficiënten ^q» '^i* • • -^^ blijkbaar dezelfde waar- 
den als voren verkrijgen, zoodat het verschil tusschen de beide 
uitkomsten bedraagt 

De beide nog te bepaien coëfficiënten An-^i en An^^ hebben, in- 
gevolge de vorenstaande uitdrukking voor y, de navolgende waarden, 

_ 1 pw(tt — l)(tt— 2)..(u — n)dtt 
ijifi*+i — - "* I - ■ ■ — ■ — , 

*»Jo 1.2..n4-l 

^«^a _ i. P tt (u — 1 ) (tt — 2) . . (u — n — I ) dtt 
wjo 1.2..n^-2 

Bij de bepaling dezer waarden heeft men wederom twee gevallen 
te onderscheiden , te weten dat van n even , en dat van n oneven. 
Onderstellen wij in de eerste plaats n = 2m, en zij hierbij uz=zt"\»m 
gesteld, dan gaat het product 

w (u — 1) (u — 2) . . (u — n) , 
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oyer in 

«(* — 1) (1 + 1) (e — 2) (1 + 2) . . (f ~m)(l+m) 

= l(l«-.l)(|t_4)(i>_9). .(l*-.««), 

terwijl de grenzen der integraal veranderen in •— m en m. 

Daar nu de ontvrikkeling Tan het voorgaande prodact een poly- 
nomiom oplevert van den vorm 

r = «« + fit*+r^^ . . . + ;i«2«-M , 

ii het daidelijk, dat de bepaalde int^p^aal 



r.. 



Tdi. 



nul wordt, waaruit dus volgt An^i =: 0. 

De andere integraal, welke de waarde van ii»-H uitdrukt, wordt 

/f» 
(I — m— -1) Jdl, ep bevat zoowel de evene als de oneveoe 

mag ten van I. Hieruit kunnen deze laatste worden weggehteB, 
zoodat men ter bepaling van An-hi bekomt. 



^^Km 1.2.3.. n + 2 



«»Jo 1.2.3.. n+ 2 

Onderstellen wij thans n = 2m + l, entt=il + -, dan ui 

het prodact 

ii(tt — l)(tt — 2)..(tt— -n), 

alsnu uit een even aantal termen n+l bestaande, veranderen in 
en men zal voor de waarde van An^i in dat geval bekomen, 



. 



. ,., . 3<-\,>-M' . 



Het product in den teller van het voorgaande gebroken T' noe- 
mende^ kan men voor den volgenden coëfficiënt An^2 schrijven, 



»+2 



dt 



2 / 

.(n+l)(n + 2)' 
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waaruit, omdat I T'idt = O is, terstond af te leiden is 

""1 

In elk der beide gevallen heeft men dos slechts een enkelen 
coëfficiënt te berekenen , hetgeen regtstreeks met behulp der for- 
mules (a) en (fi) geschieden kan. Maakt men echter gebruik van de 
waarden der coëfficiënten A^fAi^^Am volgens de handelwijze van 
§198 verkregen, dan kunnen An-hifAn-hi tevens uit de n vooraf- 
gaande gevonden worden y door middel der betrekkingen 

2 3 n + 2 

An'i-2 — --4«+i4- - A . .^ — —5 Aq = o, 

welke zich op gelijke wijze uit vergel. (1) van gemelde $ laten af- 
leiden. 

Uit deze beide laatste vergelijkingen volgt thans , in het geval 
van fi even, als wanneer Am+i :=z O wordt » 

An -f- 2 = — " 5 An + rr An^l . • — -—5 Aq i 

3 4 n-H3 
en in het geval van n oneven, 

Vl.-M = -^An --A-l..- j^q-^ A, , 

Nemen wij tot voorbeeld n = 4, waarvoor reeds hier voren ge- 
vonden is 

iio = 1 , ^1 = 2, A% :=z ^y i4, = ^, A^ zzz — , 

dan heeft men jif = O, en 

•~ 270 "^'ö Z'^S 7~ 945' 

Dezelfde uitkomst zou men verkrijgen door toepassing der for- 
mule (a), te weten 

_ 1 rs tHi^ — l)(t'^—A)dt 
' ~ 2 j^ 1.2.3.4.5.6 
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Voor M == 5 is gevonden 

._5 ._35 ^_Ï5 ._«5 ^—18 

A,--, '«t--j2» ^«--s' "**-!«' ^*-288 

- . 1» 85 15 7 5 1 55 

dos A^ = -— - — ■n;;.-f-:n;^"77; + 7;: — s = 



576 432 32 12 12 7 12096' 

welke uitkomst teveos door formule 

._2r (0(--;) (--?)* 

• S-'^ 1.2.3.4.5.6 

55 
opgeleverd wordt, ffiemit volgt Af :iz 



24182 
Voor n = 6 is 

il,_3, ^t — 2' ^t — *» "•* — 20' *~20' ^"'êïO' 

g 
dus Jy = O en -rfg = — 



8400 

Het blijkt ahoo dat men , bij het gebruik maken van wjf ordi- 
naten, den gevonden inhoud nader tot den juisten brengt, door de 
uitkomst te verminderen met het product -— A^y© of ongeveer 
2,^ A*ya 5 terwijl in het geval van tes ordinaten , die verminderiog 
bedraagt 

of ongeveer — ( A'yo — 5 A^y A 

en in het geval van xeven ordinaten , 

Voor n = 8, zal de waarde van den correctie-term bedragen ongeveer 
— 7X7^A*^yot welke uitkomsten, voor zoo veel de evene waarden 
van n betreft , volkditien overeenstemmen met die, welke door Stir- 
Linot zonder betoog, en onder eenen meer zamengestelden vormin 
functie der ordinaten zijn opgegeven. 

Hoe geringer nu deze correct iën worden , des te naauwkeuriger 
zullen de benaderde waarden der integraal zijn, en hieruit laatïich 
terstond opmaken welke cijfers bij het voortzetten der benadering 
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EY^eranderd zullen blijven , en alzoo voor joist te houden zijn* Om 
ullcs door een enkel voorbeeld toe te lichten , stelle men zich voor 
>i3 benadering te berekenen de waarde der integraal 

). dx 



J n 



\+» 



= Nep. Log. 2 , 



o 

aierbij gebruik makende van negen verschillende waarden van y, 
overeenkomende met 

^ 113 15 3 7, 

— ' 8* 4» 8' 2' 8' 4» 8 

Door toepassing der formule voor n = 8 (S 197) , zal men voor 
eene benaderde waarde der integraal bekomen 0,69314721, en voor 
de hoegrootheid der correctie 

— 0,00000003 , 

zoodat de verbeterde waarde hierdoor wordt 0,69314718; welke 
uitkomst werkelijk tot in het laatste decimale cijfer den JSep. log. 2 
naauwkeurig uitdrukt. 

S 200. Wij kunnen thans aan de benaderings-formule van Simpson 
eene correctie toevoegen , welke hare nuttige toepassing niet weinig 
in waarde verhoogt, dewijl men hierdoor in staat gesteld wordt 
haren graad van naauiivkeurigheid te beoordeelen. 

Voor het geval namelijk van drie ordinaten, waarop die formule 

gegrond is, vindt men ^3 z=0, en J^ = — — , zoodat de correc- 

tie-termen voor de - onderdeden der kromlijnige ruimte achter* 

4» 

volgens bedragen, 

- iTo ^*y' ' - iiö ^*y' • - m ^*y» *"'• • 

welke als positief of negatief in rekening te brengen zijn , naar dat 
de differentiën der vierde orde negatieve of positieve waarden ver- 
krijgen. 

Voor het eerste onderdeel besloten tusschen de ordinaten yo en 
tfj, zal, omdat hier ^ zz= 2a, en A*yo = A*y-i is, de correctie 
in fanctie der vijf opvolgende ordinaten y_i, yg, yi, yj, yj, inge- 
volge § U7, uitgedrukt worden door 



-- jy_i--.4(yQ-|-yj + 6y,-Hy3[ . 



90 
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Op gelijke wijxe bekomt mei 
? overige onderdeelen van de 
ï navolgende aitdrokkingen : 



ff: 

kramlijnigen inhoad 



^ |y»— *(y*+¥t)-*-«ys+yT{ . 

Stellende nu 

y«+y«+%i+y»--y«-^ = 5. 

en 4{y, + y, . . + y»-i) = S% 

dan is de benaderde waarde der int^raal, die den 
iohoad voorstelt , volgens de formule van Soffsoii , 

J{S4-S'). 

De algemeene correctie, samengesteld nit de som der 
hiervoren c^gegeven» kan def halve aldns uitgedrukt worden « 

^ jy-i+yi + y».--*-y— 3+y,+y5 + yy--y— 1 -l-y.-w 

of « soo men hierin 

y-i = yi — « en y._i = y,+i — e' 

stelt , sal men gemakkelijk iniien , dat de voorgaande uitdrokking 
der correctie dezen eenvoadigen vorm aanneemt, 

± |2S'- W+eWJ = ^ J2(S'-25)+e'-ej . 

waarvan de berekening spoedig geschieden kan met behulp der reeds 
bekende waarden van 5enS', en van die der twee b^komoide ordi- 
naten y_i en y,-M. 

In het voorbeeld van S 189, ter bepaling van 

l dx _ » 



/: 



-_-i 
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hadden wij 5= 6,3373154 + 1.5 = 7,8373154, 

S' = 15,7246292 

25 = 15,6746308 
5' — 25 = 0,0499984 

0,0999968 

Wijders is y-i = yj, das e = O, 

y» = ^ = 0,4524837 

y, = :piy = 0,5524862 

das e' = — 0,0999975 

2(S'— 2S) + c'— e = 0,0000007. 
De correctie in minus bedraagt alzoo 

1 



900 



X 0,0000007 = 0,0000000008 , 



waaruit blijkt, dat, indien men de berekening tot op 10 decimale 
cijfers Toortzet, de acht eerste cijfers voor naauwkeurig te hoaden zijn. 
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Benaderings-methode van Gaitss. 

S 201. Be benaderings-niethode van Niwroii afkomstige enioè 
voorgaande les verklaard , ofschoon aan het oogmerk allezins vol- 
doende, heeft echter in den jare 1814 door den beroemden Gic 
eene gewigtige yerbetering ondergaan, ten doel hebbende, om, Ir 
het gebraik van hetzelfde aantal ordinaten, een' hoogeren graad rs 
naauwkeurigheid te verkrijgen. Hiertoe wordt alsdan gevorderd,dai 
de ordinaten niet op gelijke, maar op zoodanige afstanden vaneïisa- 
der verwijderd zijn, dat hierdoor aan zekere voorwaarden, die net 
den graad van benadering in verband staan , kunne YÓldaan vfordcB, 
zoo als zulks uit de navolgende verklaring dezer scherpzinnige me- 
thode duidelijker zal worden. Wij zullen daarbij genoegzaam den- 
zelfden weg inslaan , welke later door Jacobi is aangewezen , tei 
einde op eene even algemeene doch minder omslagtige wijze tot 
dezelfde uitkomsten als die van Gaüss te geraken (*)• 

S 202. Onderstellen wij dat men de te bepalen integraal , zoo 
als blijkens S 190 altijd mogelijk is , herleid hebbe tot den rom 

j yds = j f{x)dx, 

en noemen wij y, , y2 . . yn , de waarden , welke f{sf) achterrol^ero 
verkrijgt voor x -=. a,, ar = a,, . . s = a.. 
Zij wijders het product 

(x — a^{x — a^{x — Oj). . (a? — a„) = ^{x). 



(*) Zie Geellb , Journal för die reine und angewandte Mathematt'ii ^^ ^'' 
pag. 301. De handelwijze door Dr. Sghrilbach, in het XYIe Deel, pag. 192^ 
hetzelfde tijdschrift medegedeeld, ofschoon, onzes inziens, minder regtslreeks o«° 
die Tan Jagobi , yerdient echter niet onvermeld te blyven. De arbeid van GiWS 
is te -vinden in de Commentationes sooietatis regiae scientiarum GottinS^^' \ 
onder den titel van Methodus nova intêgralium valores per approxttnafio^^ 
inveniendi. 
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Laat F(s)eene geheele rationale fanctie van den (n-— 1)*'* graad, 
aandaiden , welke voor de opgenoemde n waarden van s geeft , 

F(a,) = f(a,) , F{a,) = f(a,), . . . F{a,) = fia,), 

dan kan zij, ingevolge S 69 (P D.), aldus voorgesteld worden, 

F(x) = 0{x)\ ^ 1 ^ H ^ { 

f SPi(«i) (* — fl,) 9iM {x — fl,) SP,(a„) {w — aj |' 

waarin ^1(0^) de waarde der afgeleide fanctie ^i{x) voor ar = a^ 
aanwijst. 

Men stelle thans 

f{w) = F(x) + r,^(w), 

dan zal 

^rM^)dx = f f{x)dx — f F{x)dx , 

de feil der benadering uitdrakken^ wanneer men namelijk de 
functie f{x) door het polynomium F{x) van de (n — 1)* magt, of 
hetgeen hetzelfde heteekent, wanneer men de gegevene kromme 
door eene parabolische van die magt vervangt , zoodat beide krom- 
men n ordinaten , tusschen de beide uiterste of grens-ordinaten 
gelegen , met elkander gemeen hebben. 

Indien men nu f F(x)dx of de benaderde waarde van 1 ydx we- 

derom door eene uitdrukking van den vorm 

Jij/i + ijyj + ilayj . . . +ul„y« 

voorstelt, dan heeft men, blijkens de vorenstaande uitdrukking 
voor E(x) f 

_ 1 fi ^{x)dx _ 1 f 1 ^{x)dx 
Al — - , . I > -aj — — r— r I , enz. 

Laat verder f[x) ondersteld worden ontwikkeld te zijn in eene 

oneindige reeks , volgens de opklimmende positieve magten van x , 

zoodat 

f(s) =1 aQ + a^x +• a^a?* • . . + cin^ix^-^ -f- a^* -j- enz. . (1) 
zij» 

De yergelijking 

f{x) =r F(a?)+F.?'(x) 

toont aan, dat de deeling van f{x) door ^(x), tot quotiënt zal op- 
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! 

leveren het , potynomiom V en tot rest de fonctie #X^). StelIeBt! 
dan Toor de break 

1 11 



9>(x) (s — aj (of — a J . . (a: — a,) 
de naar de afdalende raagten Tan x ontwikkelde rij 






dan 18 het klaar , dat het quotiënt F*, hetwelk slechts positin 
inagten ran x bevat ^ zal kunnen gevonden worden door óehak 
rijen (1] en (2) niet elkander te vermenigvaldigeii , en daarbij è 

negatieve raagten van x weg te laten , welke laatsten de ontwiklt- 

F(x) 
ling der break znllen voorstellen .Dien ten gevolgde verkrijgen «ï 

V =. «„^+an+i^i + «fi.|.2i?j + enz. 

+ (««-f-i^ + «»-4-2ft + «»+ aft H- cn^-) * 

H- enz. 
waarvoor men ook de navolgende uitdrakking kan schrijven, 

F = ajS + anH.i(i3« + ft) + ««-4.209a?* + /9ia; + A) 
+ an^z{Px^ + ft** + ft* + ft) -*- enz. , 

waarin de wet van voortgang gemakkelijk op te merken is. 

$ 203. Het komt er thans op aan de n onbekende groothedeü 
O] , O] . . a» in dier voege te bepalen , dat de feil 



A = /* V.q>{x)di 
Ja 



, ^ ,IX 
O 

de kleinst mogelijke waarde verkrijge , en de uitkomst das naanw* 
keuriger worde dan door eene andere keuze van waarden voor 
Oi, Oj. ..a«. 

In het algemeen zal de benaderings-methode steeds met goed gfi'O'S 
aan te wenden zijn in al die gevallen, waarin de coëfficiënten « 
de ontwikkeling van f{x) , spoedig in waarde afnemen. Hoe meer 
coëfficiënten er dus in de rij voor i Vf[x)dx wegvallen onder <Me der 

eerste termen , en welke van den meesten invloed op de uitkon^J 
zijn , des te geringer zal de bedoelde feil worden. 
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Men zal opmerken, dat in de hiervoren yerkregen uitdrukking 
voor V, de n coëfficiënten cq, «i . . 0,^—1 niet meer voorkomen , welke 
ook de waarden der grootheden a, , a^ . . an mogen zijn. Indien deze 
laatste dan zoodanig bepaald kannen worden, dat ook de termen, 
die in de ontwikkeling der waarde van A met de n volgende coëf- 
ficiënten am , On+i . . ain-i Zijn aangedaan , gelijktijdig verdwijnen , 
zal men hierdoor den graad van naauwkearigheid der benadering 
verdubbeld hebben. Zulks is nu altijd mogelijk, dewijl het aantal 
voorwaarden waaraan voldaan moet worden , met dat der te bepalen 
grootheden overeenstemt. Immers blijkt terstond uit de tweede der 
voor F gevonden uitdrukkingen , dat het op te lossen problema 
eenigKjk hierop neder komt , om voor ^{s) zoodanige rationale functie 
dern*magt aan te nemen, dat elk der n integralen 

j^{x)dx, lü;^(x)dity lx^^{x)dXf . . . /a?*~VW^^» 

genomen tusschen de grenzen O en 1 , afzonderlijk verdwijne. Te 
dien einde zal men den navolgenden weg kunnen inslaan. 
Uit de algemeene betrekking 

l^'^^ix)ds = a?*» I^x)d^ — m ix'"^^i^{x)dx^ 

volgt , 

jx'^~^[^{x)dx^=zx'^^'^ l^{x)dx^ — (m — 1) Ix*'^''^ ^^(a?)éte^ 

L^-^ L{x)dx^z=zx^-^ L{x)dx^~{m~2) jx^-^ U{x)dx'^, 

enz. enz. 

Op deze wijze voortgaande , bekomt men gemakkelijk de navol- 
gende formule, waardoor zich de enkelvoudige integraal f d?"»^(a?)tfs, 
door middel van veelvoudige integralen laat uitdrukken , te weten: 

± »«(wï — 1) , • . 3.2.1 l^(4?)(lx"H-i. 

Hieruit besluit men dat , indien ^(x) in dier voege bepaald wordt , 
dat elke der integralen ' 

i^{x)dXy j^{x)dx*f j^{x)dx\ . . . l^'x)dx'*f 
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genomen tosichen de grenzen O en 1 , yerdwijnt , de intcgnia 

alfdan insgelijks tnsschen dezelfde grenzen zullen yerd wijnen. 
Stellende na 



ƒ' 



ip{x)d3^ = (^(4?), 



dan zal aan de gemelde Yoorwaarden kannen voldaan worden, ^ 
aldien de fanctie ^(x) de eigenschap bezit Tan , eTen als hare«-l 
opvolgende differentiaal-qaotienten , zoo voor j; = O als Toor $■=. 
te verdwijnen, hetgeen steeds plaats zal vinden, ingeval zijti 

factoren beeft j?" en (4?— 1)*. Daar ^rijders ^(i?)= /^ een pol]- 

noroinm van de n' magt behoort te zijn (§202), zal ip{x) iai^ 
hoogere dan de 2n' raagt mogen opklimmen, en diensvolgens da 
vorm Cxi^{x — I)** moeten aannemen; C een standvastige coëftet 
beteekenende. 

Alzoo zullen de onbekenden «i , a^ • - ^«» ^® wortels Toorsteliende: 
n* magtsvergelijking 

^^^' - "d^ - — d^ii — - ^^ 

welke , na ontwikkeling , geeft 

n« , , n»(n— 1)» , nVn— I)«(n— 2)* ^ 

2n ^ 1.2.2n(2»— 1) 1.2.3.2n(2n— l)(2n— 2) 

n(n^l) (n- 2 ) . . ■ 1 ^^ ,^; 

^ 2n(2n— 1) (2n— 2) . . . {n'\-\) 

1 

(n-l-l)(n+2) . . .2tt 

Dat al de wortels dezer vergelijking bestaanbaar en tasschenOenl 
gelegen zijn, laat zich opmaken uit de bekende eigenschap , ^i^^i 
indien de wortels eener vergelijking ^(ar) = j?"(a; — I)* =: 0,«ööaö 
hier het geval is, allen bestaanbaar zijn, zulks met die van elke der 
daaruit afgeleide vergelijkingen ^^x) = 0^^^{x) = O, enz. insgeirj^ï 
plaats vindt, en de wortels van eene dezer vergelijkingen altijd tos- 
schen die der onmiddellijk voorafgaande zullen gelegen zijn (*)• 



{*) Zie het betoog deier eigenschap in $ 67 dar ffoo^ere jfl^eèra. 
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Stelt men thans in (a) roor n, zijnde het aantal tnsschen-ordi* 
Siten, achtervolgens 1, 2, 3, 4, enz«, dan verkrijgt men dezelfde 
ergelijkingen als die, waaruit Gauss de getallen- waarden Tan ai,a^.,ani 
oor zeyen dezer bijzondere gevallen, tot in zestien decimalen be* 
elsLend heeft. 

S 204. Het verdient opmerking dat de grootheden a|, o^» . zoo-* 
Lanig aan elkander verbonden zijn , dat hare bepaling steeds terug-* 
rebragt kan worden tot de oplossing eener vergelijking van de magt 

? of — — - • naardat n even of oneven is. Om zulks aan te toonen ver* 

vange men in de vergelijking 

1-4-1 

a: door , dan wordt 

2 



= O 



waardoor de vergelijking 

dV(a;) 

da?** 
overgaat in 

< '1.2 i 

Is nu n een even getal , dan behoeft de voorgaande ontwikkeling 
slechts tot den middelsten term , die met t*" aangedaan is, voortgezet te 
worden, vermits het n' differentiaal-quotiënt voor al de volgende 
termen nul wordt. Is daarentegen n oneven , dan zal men , om dezelfde 
reden, al de termen volgende op dien, welke roet t^"^'^ aangedaan 
is, kannen achterwege laten. 

In het eerste geval heeft men alzoo op te lossen eene n* magts<« 
vergelijking van den vorm 

<* -f. ^r-2 ^ 5r-4 . , . 4-5(i + r =: O, 

welke , door (> =: « te stellen, tot eene van de magt ^ herleidt wordt. 

In het tweede geval verkrijgt men eene vergelijking van den vorm 

r + ^«— 2 + JJ(n-4 ^ ^ +iSf»-|- Ti = O, 

welke, omdat 1=0 een van hare wortels is, op gelijke wgze tot 
de raagt — —- verlaagd wordt. 

Het blijkt hieruit, dat elke dezer beide vergelijkingen twee ge*- 
lijke doch met tegengestelde teekens aangedane wortels heeft ^ eti 
II. 28 
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daar x = — ~— if , zal de vergel. C<») aïtïj^J r oï —-— paren wort 
opleveren, die te zaïnen aan de eenheid gelijk zijn, iiaardatneT 
of oneven is , terwijl die vergelijking in het laatste geval daarcnboT 

een' wortel ^= -» overeenkomende niet 1=0, zal bezitten, well 

eigenschap de berekening der waarden van Ot , Os . • a» tot op de hel 
vermindert , als zijnde a« = 1 — «i , On— i = 1 — a, , enz. 

I>Ieraen wij ter toepassing der voorgaande opmerking^, bet ger; 
van n = 5, dan is de op te lossen vergelijking 

a»(|» — !)• = o, of J»((w— 5(«-M0t») = O, 
waarait men , na differentiatie, bekomt 

9 21 

10 5 

of «.__« + _ = 0. 

gevende 

u = ö-^ = 0,821162 of 0.289949 

De vijf wortels der eerste vergelijking zijn dus 
1 = 0, 

t = 1/0,821162 = 0,906180, c = —0,908180 
« = KO, 289949 = 0,5384691, I = —0,5384691, 

waaruit voor de wortel» der vergelijking f{x) = O , uithoofde van 

^ + 1 
9 = , naar rangorde van grootte volgt, 

Oj = 0,0469100, flj = 0,2307654, o, = 0,5, 
04 = 1 — flj = 0,7692346, a^ z=l 1 — a^ = 0,9530900, 

S 205. Thans blijft nog het onderzoek over naar de getallen- 
coëfficiënten, waarmede de waarden van y, , yi . . y» in de integraal- 
formule 

ydx = ^lyi + ^iyi + ^^sy*- •• + ii»y», 

o 
aangedacin zijn. 

Daar twee willekeurige ordinaten yp en y^-M-p, op gelijke af- 
standen van de beide grens-ordinatcn verwijderd, tot de absoissen 
Gp en On^i— 7> behooren, welke te zamen gelijk aan de eenheid zijn, 



J n 
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3a men hieruit, even als in § 191 , reeds mogen beslaiten, dat 
^vee aldus geplaatste ordinaten met dezelfde coëfficiënten zullen aan- 
edaan zijn, zoo dat men , n even zijnde , stellen kan 

o T 7 T 

Ml , in het geval van n oneven , 

ydx z=z Aiiyt 4- y«) + A^iy^ + y,»-i) .. + An^i yn+i . 

o 3 2 

Die gelijkheid van coëfficiënten Iaat zich behalve dien aldus be- 
wijzen. Volgens de in § 202 voorkomende uitdrukking voor F{x), 
lieeft men in het algemeen , 

1 ylx)dx 



f. 

in 

ƒ. 



A 



en das 






1 ri ^{x)dx 



Vervangt men x door 1 — x^ dan wordt 

1 f(l— ^)da? 



A -~i_r?(i: 

'~ nK)], 1-. 



y Jo * — ^ — ^P 
Nu kan men uit de vergelijking 

q>(x)t=zy.Cal^(x^\Y 
gemakkelijk besluiten , 

en ?>,(«) = (— 1)"^' ?'i(l— «)• 

Door deze sabstitatiën TÏadt men terstond , 

Voor de som der coëfficiënten A heeft men daarenboven de uit- 
drukking 



\\9(4 



1 1 1 



>» /^ 1 1 n^^-M \ * * ^M Ym ^ //i^ M ^l *• 



f ,(a,) (a?-a,) f ,(«2) (a?-a,) * . _ f»t(a*) (a?— a«) 



en naderoaal de rij binnen de haakjes besloten, juist de waarde van 

het gebroken — - voorstelt (§ 69 !• D,), ïoo volgt hieruit onmid- 

<p{x) 

dellijk , 

^j ~T" il 2 "X* ^2 • ' • ~T" "•• — * • 
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Stellen wij wederom x = ■ , en o^ = — ~-^ 

Z 2 



Toorts 

(«»— fel*) <*— V) . - («•— >*«) = r . 

dan IS» n = 2m zijnde, 
en , tl = 2m + 1 zijnde , 

A , 1 rfT' 

aos <p«r:r) — 9 

^t^*^ — 2«-i dt 

of, stellende voor beide gevallen, f (a?) = — ^'(0 f <ïan vol^t hierait 



1 f ^ V(/) 






V dt )p 

waarin de noemer de waarde aanduidt , welke het eerste differeo- 
tiaal-qaotient van f'(0> voor t = fep verkrijgt. 

De integraal in den teller der voorgaande algemeene waarde van 
eenigen coëfficiënt A voorkomende, kan door eene geheele en r^onale 
functie van t vervangen worden, waarin men vervolgens voor deze 
veranderlijke, de waarde van fe tot elk dezer coëfficiënten behoo- 
rende, zal hebben te sabstitueren. 

Zij namelijk in het geval van n = 2m, f = ft een wortel der 
Tergelijking 

dan laat zich die vergelijking ook aldus schrijven 
Derhalve ^ 

Nu is 

i» #2m,.,^ Vim /• 

i{ — ::3T—)<'^ = 1 («2*^-^ + fe<^""-2 + 6*<2«»-3. . ^ ^_ j2«->ij ^|. 
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Elk dezer integralen nemende tusschen de grenzen — 1 en 1 
omi er , 

iTvelke uitdrukkfng overeenttemt met die, welke het product 

V * ^ 3^5 ^ 6/s •• ^ (2iw— l)*2»»~l/ ' 

na substitutie van 6 voor I oplevert. 

Hieruit laat zich thans gemakkelijk besluiten , dat in het aan- 
genomen geval van n =z= 2m, de waarde van ]• f fJ^ overeen- 

2J~-i t — b 

Stemt met die, welke men verkrijgt door ^'(0 teverraenigvald%ea 
met de riy 

1 r 1 I 



t • 3«» ' 5(« ' (n— 1)^-* 

mits in het product eeniglijk de positieve magten van t behoudende,, 
en vervolgens t =: 6 stellende* 
Is n = 2m -|- 1 , en dus 

dan zal men zich op gelijke wijze als voren kunnen verzekeren . 

dat de waarde van g J . "^_^ » overeenstemt met die, welke men 

verkrijgt door f ^ (O onder dezelfde voorwaarde te vermenigvuldigen 
met de rij 

en vervolgens r= 6 te stellen. 

Voor den wortel e = O, in het geval van n oneven, herleidt 
lich de waarde der integraal-uitdrukking blijkbaar tot 

»»*» "f- ö **»»— 1 • • "4^ X »i + -• 9 

9 n — Z n 

d^'(0 
en die van—- — to^ *»», zoodat de coëfficiënt van de middelste 
at 

ordinaat y«»H-i kan voorgesteld worden door de breuk 

3 n — 2 ' n 

Om de voorgaande handelwijze toe te passen op het geval van 
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n = 5 f voor hetwelk de Terschillende waarden van x Te^9 in de vorifc 
S berekend zijn , zoo hebben wij , volgens het aldaar gevondene, 

~ 9 ^M5' 

en « ^ =r 5t* — — <* H 

«U 3 21 

De coëfficiënten ^|, A^. .. der vijf ordinaten sgn derhalve alia 
begrepen in de breuk 



1 /_«_Jl»«\ 

3 81 



(«; 



waarin nog voor I elk der vijf reeds gevonden wortels der verge!. 
f '(e) = O behoort gesubstitaeerd te worden. 
Voor 1 = 0, vindt men terstond 

^s = ^3 = 0,2844444. 

Van de vier overige coëfficiënten behoeft er echter slechts één 
door werkelijke sabstitatieindeform, (a) berekend te worden » verroito 

en 2i4i + a4j| + J, = 1, 

das ^, = IZliiZl?^! . 

2 

Deze sabstitntiën laten zich vereenvoudigen, door op te merken 
dat, aangezien elke der vier overige waarden van t, moet voldoen 
aan de vergelijking 

7 64 

de teller t* — -|ï + ^_ van het gebroken (a), mag vervangen wor- 
den door 

3 135' 
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a de noemer t* — 5 * "^^ oT' ^^^ 

r 21' 

Loo dat de waarde van dat gebroken thans overgaat in 

1 j 23 23 

1 |3^""r36) _ 3 i**""45| 



20 ij 1 '20 



3 

9 2\ 1 

A?vaarin t* = u gesteld is. 

Voor u = 0,821162 (§ 204), vindt men 

A^ = As — 0,11846344, 

1 — 0,28444444 — 0,23692688 nonnoiitoi 
das A^=z A,,=. ^ '- =0,23931434. 

% 206. Ofschoon de coëfficiënten der magten van X in de verge- 
lijking <p'{t) = O het spoedigst te bepalen ïijn, door herhaalde 
differentiatie der functie ((* — 1)" , op de in § 204 verklaarde wijie , 
achten wij het evenwel niet overbodig hier nog aan te toonen, 
dat er tosschen die coëfficiënten algemeene en eenvoudige betrek- 
kingen bestaan, waardoor zij, ook zonder differentiatiën té verrig- 
ten, zouden kunnen berekend worden. Men heeft namelijk in het 
geval van n rzz 2m , 

<p' (t) = f» + feir-2 + ftjr-* ...+*«,. 

Deze functie moet, ingevolge de in $ 203 gestelde voorwaarden , 
de eigenschap bezitten, dat de integraal 

(e+l)p^'(Odt, 



/: 



-i 

voor elke der n waarden van j5 = 0,1,2, ...n — 1 verdwijne. Daar 
nu f '(() uitsluitend uit evene magten van i bestaat, zullen de inte- 
gralen 



\ i<p'{f\Ai, ƒ tV'(Odl, ƒ (V'{0^<» 



enz. 



van zelve nul worden; en hieruit is terstond op te maken, dat aan 
de bedoelde voorwaarden voldaan zal worden, bijaldien r een even 
getal zijnde , 

1 i'i^'[i)di = 2J i'ip'(i)d.t, 
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voor alle waarden van r, van O tot n — 2 ingeslotea , 
Stellende dan achterTolg^ens r = O, 2, 4. .., zoo 
hierdoor gemakkelijk het navolgende stelsel vergelijki 



£ 






* *.+ ' 



1 1 



1 + = kmt—i 



+ 



1U+K.+ 1^-. 



-I- 



n— 1 

1 

n + 1 

1 



*i + 



*iH- 



n + 1 

1 

n+3 

1 



tt + 3 n + 5 



o. 



o. 



o, 



1 



*m 



*<»— 1 "t" . g^ wi»— 1 • • • "f* 



1 



*1 + 



n—1 "" ■ n+1 "'^ ■ n+3 * ' 2n— 3 ' ' 2n — 1 

welke ter berekening der m coëfficiënten k kannen strekken, 
In het geval van n = 2m + 1 , heeft men 

^'{t) = f + Jfe,r-2 ^ ft,r-* . . . +&^r, 

en omdat thans I V^'(t)dt voor alle evene waarden van r verdwgDt, 

zal er slechts gevorderd worden dat die integraal insgelijks voor 
onevene waarden van r, tot n — 2 ingesloten verdwijne; waaruit, 
op gelijke wijze als voren, de navolgende vergelijkingen ontstaan. 

1 



O, 



3- »*» + ■= Am— 1 . • . — nïj + 
5 n n + 2 



= 0. 



5 7 



' *.+ * 



n+2 



n+A 



= 0, 



n n+z 



^ fc/-4,-JL — O, 



2n— 3 ^ ■ 2n— 1 

In het reeds berekende geval van n = 5 of m z= 2 , geven de 
voorgaande vergelijkingen, ter bepaling van ki en k^, 

3*2 + ^*i + ij = O, g^,4--&j + g = O, 



of 



dus 



3 3 5 5 

^ + •^^1 + ^ — O, en fc, + -fci + g = 0, 

4 8 

3y' + 63 = '' 
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10 
9' 



*. 



2 
3 



3 

7 



21 



10 5 

etgecn met de vroeger verkregene uitkomst overeenstemt. 

'Wij laten thans eene opgave volgen der viraarden van ai , Oj, ... a» • 
n van de daarbij behoorende coëfficiënten A^ voor eenige waarden 
^an n, zoo als die door Gaïïss berekend zijn, ten einde daarvan bij 
Ie benadering van bepaalde integralen, het aangewezen gebruik te 
eunnen maken* 

Aantal 
oréifnaien» 

n = 1, ai = 0,5, i^i = 1 , 



T» 



= 2, 



a, = 0,21132487, a, = 0,78867513, 
^1 = 



1 



^* = 2' 



n = 3, 



«1 
^1 



= 0,11270167, a, = 0,5, a, = 1,88720833, 

9' 



^'- 18* 



^. = n 



fi = 4, ai = 0,06943184, a^ = 0,33000948, 

Os = 0,66999052, a^ = 0,93056816, 
At = A^ = 0,17392742, A^ == ^, = 0,32607258. 



n 



= 5, 



a, 



A,z=A, 



n = 6, 



0,04691008, a, = 0,23076534, a, = 
0,76923466, a^ = 0,95308992, 
0,11846344, A^= A^ = 0,23931434, 
il 3 = 0,28444444. 

0,03376524, a, = 0,16939531, 
0,38069041, üi = 0,61930959, 
0,83060469, a^ = 0,96623476, 

At = Af^ = 0,08566225. 
A^ = As = 0,18038079, 
A, = A^ = 0,23395697. 



0,5, 
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$207. De thans Terklaarde benaderiogs-methode Tan Gacs0 lev^ 
ten aaniien van den graad van naaawkeurigheid^ een onmïskenk 
voordeel op boven die van Niwroa en Cotes , volgens ^vrelke de e 
dinaten allen op gelijken afstand van elkander genomen imofrés 
Bij toepassing van eik dezer methoden op eene integraal Tan b^Lea'. 
waarde y zal men zich hiervan, door het in rekening brengen ^t 
slechts twee of drie ordinaten, gemakkelijk knnnen verzekerexm. J^ 
mer echter dat die meer naaawkearige methode , bij hef gebruik 
een grooter aantal ordinaten , zoo als de voorgaande ^tal!ezB-o^- 
ven genoegzaam aantoonen, vrij omslagtige berekeningen Tordert 
die hare toepassing niet weinig beraoeijelijken. Uit dien liool^ 
vermeenen wij thans eene kleine wijziging te mogen Yoardnga 
waarvoor ons de methode van Gauss vatbaar gebleken is, «i irwéikt 
het voordeel heeft, de berekeningen voor hetzelfde aantal ordin^ 
ten eenvoudiger te maken, en tevens in verre de meeste gcTalla 
een* hoogst voldoenden graad van naaawkenrigheid op te leyereff.( 
De bedoelde wijziging komt namelijk hierop neder, dat men fa^l 
het gebruik maken van n waarden van y , behoorende bij jt = tf^ [ 
s z=z a^, » s :=! a^ f insgelijks in rekening brengt de beide gren»- 
ordinaten y^^ y<»+if overeenstemmende met ^ = O en x = 1, es 
welker getallen-waarden steeds gemakkelijk te bepalen zijn. Hier- 
door heeft men thans, uithoofde er n + 2 ordinaten gebruikt 
worden, 

^{x) = if[x — a,) (s — a,) . . {x—a„) (^r — I) , 

en dus 

f ydx = ^oyo-+-^iyi+Ayi--4-^,y«+i<„^iy«^i, 

waarin 

_ 1 ri y(jp)dx _ I f 1 9[^)dx . 

1 f 1 9{^)dx _l_f^ 9{^)dx 

Nu kan men wederom de waarden van a| , a^ . .On zoodanig be- 
palen , dat c)k der integralen 
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lomen tasschen de grenzen O en 1, afzonderlijk rerdwijn^e, het- 
Qti, ZOO als in $203 betoogd is, het geval zal worden, indien élk 
r integralen 

sg^elijks tusschen dezelfde grenzen verdwijnt. 
Daar echter thans öok s^(^), zoo voor a? = O als voor o? =: l 

ui wordt f zal ^(x) = f <p[x)dx'^ van dien aard behooren te zijn , 
at hare n afgeleide functiën allen aan dezelfde voorwaarden vol- 
leen » waartoe gevorderd wordt dat 



en dus ^[x) = Cd". 



dx"* 



zij , waaruit voor ^{x) een polynoniium van de (n -f- 2)^ raagt zal 

1-f-t 
ontstaan. Stellende wederom x = — — , dan heeft men ter bepaling 

der verschillende litaarden van I , de vergelijking 

p'(t) = ^ja-.(('-i)-+i = o, 

welker ontwikkeling leidt tot eene vergelijking van een' dezer twee 
vormen 

naar dat n even of oneven is. 

Omdat ^{x) door x{x — 1) deelbaar is, zal elk dezeri^ergelijkingen 
tot factor hebben f* — 1 , terwijl de laatste daarenboven e = O tot 
wortel heeft. Door de stelling van t^ z=: u, zal dus de vergelijking 

<p'(i) = O gemakkelijk tot de magt - of — ^ » naar dat n e?en of 

oneven is, te verlagen zijn. 

De coëfficiënten A worden uit de functiën c>'(0 en , volkomen 

dt 

op dezelfde wijze als in het vorige geval afgeleid , en voldoen ins- 
gelijks aan de vergelijking 

Hetial levens blijken, dat ook hier de coëfficiënten , behoorcnde tot 
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de beide grens-ordinaten of tot twee andere, die da.trYan eveo 
verwijderd lijn, gelijke waarden verkrijgen. \ 

S 208. Bepalen wij ons bij de gevallen van n = 2 eo « = 3! 

In het eerste, als wanneer er behalve de beide grefi«mraarden t$ 
y slechts twee tusschen- waarden te berekenen tgn, heeilt men, bl' 
weglating van den standvastigen factor, 

of bt^—Sfi + 1 = (5i> — 1) (i« — 1) = O, 

dus t = ±1, en f = ±1^0,2. 

De overeenstemmende waarden van ^ voor de beide tussclies 
ordinaten tijn alzoo 

a, = IrïlM = 0,2763032, a, = i±^= 0,7236068, 

De vier coëfficiënten A, worden volgens de vroeger ▼erkfaarde 
en hier insgelijks toepasselijke handelwijze , afgeleid ait de verge< 
lijkingen 



1 fi ?^'_tf_i? 



en zijn allen begrepen in de formole 



.»_i!« 



i/ ' ~T5' \ _ 1 . 15t«— 13 . 
^V ., 3 . / 12 V 5t»--3 /' 



Hierin t =. 1 , en l^ = ~ stellende , vindt men 

5 

^0 = -«I ^ — , en 4| = ^2 = — • 
Derhalve 

Deze formule, waarin S de som der vier ordinaten aandnidtt 
bezit denzelfden graad van naauwkearigheid als die, welke in de 
NewUmiaansche methode bij het gebruik van xes ordinaten geldt. 



i 
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n het geval van n = 3, en das van vijf ordinaten, hebben wij 

7l«— 10e» + 3< — f((«—l)(7«« — 3) z= O, 

3 
I I = O, I =1= ± 1 en « = ± i/- . 

Voor de drie tusschen-ordinaten zijn de overeenstemmende waar- 
a van Xj 

aj = = 0,1726732, a, — 0,5, 

n aj = = 0,8273268. 

De waarden der coëfficiënten zijn begrepen in de formnle 

21*^ ing _ l_ ,105t» — 115t»+ J6v 
5,4_30^ 3 — 15( 35t» — 30t« + 3 / 

' =1\3 '-2S'* 



15* 35t»— 30«» + 3 
Voor I* = 1 komt er A^) = A^ = —, 

"=5 ^■ = ^'=W 

Derhalve 

rl 1 A9 , 16 

of stellende 

en yi4-yi-l-yj = ^» 

r t/dar = JLs-H J'Sr'+-Lyj. 
j^ ^ 20 9 ^12** 

waarin de feil van dezelfde orde is als die, welke de Newtoniaansche 
methode oplevert ^ bij het gebruik van acht ordinaten. 
Voor het geval van n = 1, vindt men terstond 
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1 2 

a, = 0,5, A^ =z Ai = ^ , ^, == g , 

/l 1 

zoo als te Terwachten was, dewijl de drie ordinaten bier op gel 
afstanden ran elkander verwijderd zijn. 

S 209. De in de voorgaande $ gevonden waarde der integraal tv 
n = 2, kan tevens dienstbaar gemaakt worden, om daamit ea 
benaderings-forraale af te leiden, in den trant van die Tan Sami 
doch een* hoogeren graad van naaawkeurigheid opleverende b^ ^ 
in rekening brengen van hetzelfde aantal ordinaten. 

Men verdeele namelijk den afstand ^ der beide grens-ordinateo: 
p gelijke deelen a, trekke de ordinaten door de opvolgende deelponts 
en raake de benaderings-formule van toepassing op elk der poneer- 
deelen, waaruit de kromlijnige raimteop die wijze zamengesteM k 
De gebeele mboud wordt alsdan uitgedrakt door de som der Difd 
gende partiële inbonden. 



^|yo4-y3 + %i + yiJj, 
}yi4-y6+%*+ys)|. 



a 
Ï2 



~ I y3(p-i) 4- yasp ■+- ö(y v« + y3p-i) ( • 
Stellende thans kortheidshalve, 

yo-f-yi-t-yiH-j/s- • --Hya^ = s^ 
yi + ya + y* + ys • • • •+■ yap-i = ^'» 

ya-f-ye- • . -f-y3(p-i> = 5', 

dan vindt men 

J O 

waarin S = 5'+S''+yoH-y3/,. 

De ordinaten y^, yj, y^^^y^ip stemmen , hierin overeen roet fle 
abscissen O, a, 2a. . . ^. Voor de abscissen behoorende tot de tus- 
aphen-ordinalen y,, y^, y^, yg, yj, yg^-'-ysp-i, ^oa men, zonder 
veel van de naaawkeurigheid af te wijken , kunnen aannemen 

a, = 0,3a, Oj = 0, 7a, «^ = ï,3d, aj = l.,7a cm. 
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!) 210, Gaüss heeft, om eene proeve van de naauwkcmrigheid zijner 
la^ierings-methode te geven, daarvan eene toepassing geraaakl op 

— , tnsschen de grenzen a?i= 100000 
a: = 200000. 
Hij vindt voor die waarde, met beiinlp van 



2 ordinaten . 


. 8405,9546, 


3 » 


. 8406,23878, 


K » 


. 8406,24297, 


5 » 


. 8406,243117, 


6 » 


. 8406,243121, 


7 ï) 


. 8406,2431211. 



Bessix had daarvoor langs een en anderen weg verkregen 8406^24312. 

Wij zullen op dezelfde integraal de hier voren verklaarde gewij- 
zigde formule voor het geval van n z=: 3 van toepassing gaan ronken. 
Te dien einde stellen wij eerst x = 100000(1 +a;') , waardoor de 
integraal verandert in 

-f i ■ • üx' ' •" 

J A 



100000 



«(100000) + /(l -^x') 



f\ > 



of de Nep. logarithraen in den noemer door gewone lognrithmen 
vervangende, en M voor den modulus schrijvende, hebben wij de 
waarde te bepalen van 

dx' 



100000 üf r 

J t% 



^ 5H-Zo5f,(l-f.ar') 
Volgens de bedoelde formule is 

yo = g = 0,2, 

y, = 1 =: ï— — = 0,1972706812, 

^' 5 -Mo^. 1,1 726732 5,0691770000 

1/j = ï = ? = 0,1931959755, 

•'^ 54-Xo^.l,5 5,1760912591 

1 1 • 

Vs = = = 0,1900484467, 

^' 5 4- Zo^. 1,8273268 5,2618162237 ' ^ ' 

"* = ^+ï^ = 5,3010299957 = «''«««^^SQei. 
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De verdere berekening is als volgt 
y, + y4 = 0,3886423961 
5' = 0,5805151034 
S = 0,9601574995 



y, = 0, 197270681! 
y, = 0,1931959755 
y, = 0. 1900484467 
S' = 0,5805151034 

I S' =r= 0,1290033563 



1 



20 
1 



S = 0,0484578750 



1- y, = 0,0160996846 

12 ^* 

Tyds' = 0,193560895^ 



Dete laatste nitkomst nog vermenigvuldigd met den 
100000 Jtf = 43429,44819, geeft fot prodact 

8406,2430 

voor de benaderde waarde der opgegeven integraal , leverende ahas^ 
slechts een verschil van 0,0001 op met de aitkomsten door Gi» 
en Bbssil op eene minder gemakkelijke wijze verkregen. 
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SenaderingS'formules van Laflace» Maclaurin 

en Legenbre. 

§ 211: Behalve de in beide voorgaande lessen verklaarde handel- 
wijzen ter berekening der waarden van bepaalde integralen, bestaan 
er nog andere algemeene benaderings-forraoles, waarbij de graad 
van naauwkeurigheid naar welgevallen kan worden verhoogd. 

Van de verschillende door de voornaamste wiskundigen van lateren 
tijd daartoe voorgestelde handelwijzen, bepalen wij ons slechts bij 
de navolgende, welke voldoende zullen zijn, om ook hierin den 
rijkdom der analytische hulpmiddelen te doen uitkomen. 

Laat wederom de afstand d der beide uiterste ordinaten in n ge- 
lijke deelen a verdeeld , en dus d-zzina gesteld worden. Noemen wij, 
even als vroeger, y^^ y^ yi»*yn, de w+l ordinaten overeen- 
komende met a; = O , a, 2a, . . na. Welke nu ook de aard der functie 
y zijn moge, zoo kan men haar altijd onder dezen vorm voorstel- 
len (S 154) 

a Za^ L,oa^ 

Deze reeks* zal uit een bepaald aantal termen bestaan, zoodra men 

voor y eene geheele rationale algebraïsche functie van j; aanneemt, 

of met andere woorden, indien de gegevene kromme y =/(j?)door 

eene parabolische van zekere orde wordt vervangen. 

Berekent men nu , volgens de voorgaande formule, de waarde der 

ydxy dan bekomt men voor den inhoud van het . 
o 
eerste gedeelte der kromlijnige vlakte, hetwelk tasschen de ordinaten 

yoï yi begrepen is, 






p s{x—a){a;—2a) ^^ A»yo . ^„, 



II. 29 
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Toor welke nitdrakking men kortheidshalve schiijTe 

o 

Boor s :=: au ie stellen, zal de algemeene coëfficiënt Ap^mk 
term met l^py^ aangedaan , blijkbaar uitgedrukt worden door 



ƒ; 



A 



_ rltt(tt — l)(i* — 2)...(u — p+l)d« 



y 



=ƒ, 



^ 1.2.3.. p 

De getallen-waarden der coëfficiënten A kunnen hier, e?eDi^ 
in S 198 , zonder eenige integratie te yerrigten , onmiddellijk iiii 
elkander afgeleid worden met behulp der aldaar gevonden betrek- 
kingen, waarin men slechts fi = l zal hebben te stellen, enweh 
alsdan geven , 

A —1 4 —^ A —^ A -^ A ^ JÊ - ^ 

Aq — I , ^t — 2 *^ — 2 ' — 2 — 3 ® — "" È' 

A» _ - ^,--^, + -4, _ ___- + j _ _ . 

enz. enz. 

Op gelijke wijze vindt men 

3 ^ 863 

Ak ^^^^ ■> " ■ - . ^m s^3 — -»■ enz. 

De form. (I)za1 even eens voor de volgende onderdeden der krom- 
lijnige vlakte toepasselijk worden, zoodra men daarin yo ^^^^^' 
volgens door y^ y^ • • • vervangt. De som dezer partiële inhondeo 
nemende, verkrijgt men gemakkelijk voor den gezochten inhoud, 

ydar = a \'+-Ai{Ayo+ Ay^ + Ay, • . + Ayn-i)| • • P' 

' + ^i(A*y o + A*y 1 + A^y^ . . 4-A*y»-i) ' 

+ enz. 
Nu is 

AVo 4- Ayi . - + Ay»-i = y« — yo , 
dus A'yo-h A*yi . . 4- A*y»-i = A y» — Ayo > 

AVo+ A'yi • . + A'yi^i = A*y« — A*yo , 
enz. enz. 

Hierdoor verandert de form. (2), na substitutie der getaUea- 
waarden van de coëfficiënten A^ in de volgende 



ƒ■ 
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1 1 

•'O i 

3 863 

(3) 
Met achterlating der termen , waarin de diffarentiën der yerschillende 

orden voorkomen , geeft de voorgaande aitdnikking Toor eene eerste 

benaderde waarde der integraal 

,1 1 ^ 

voorstellende de som der in- of nitwendige trapezia , gevormd door 
de vereeniging van de tiiteinden der opvolgende ordinaten (§ 187). 
De hier weggelaten termen dniden alzoo de correctie of de feil der 
benadering aan, zoodat men eene des te naauwkeuriger uitkomist 
verkrijgt, naarmate die difierentiën voor de beide grens*ordinaten 
minder van elkander verschillen. 

Tot de bepaling der waarden van A y« , A'y» , A^ffn enz. wordt echter 
gevorderd , dat men ook de ordinaten yn-hu ^n -1-29 yn^3 enz, vooraf be- 
rekend hebbe. Ten einde in die ongelegenheid te voorzien, kan men 
hier eene nuttige toepassing maken van de in % 153 betoogde formnle 

A''y, = A'yn-r + r A*^ -*-iy— r~i + ^ ,^ ^ A'-^^ ^,,..^2 + enz. , 

met welker behulp de reeks (3) , na eenige herleidingen , bevonden 
zal worden over te gaan in de navolgende , welke voor het eerst door 
Laplacb gegeven , schijnt en voor de berekening meer geschikt is. (*) 



ƒ, 



^ I— j2 i^y^-^ — ^^«^ "" 2i (A*yn-2— A*yo) 

t/da? :=zaJ \ . . (4) 

19 3 I 

— ^ (A»y»-3 - A»yo) — jgj {A*y.-4 — AVo)! 

863 ,,. 



(*) Mécaniqu» céleste, Livre IX, ar^ 5. 
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% 212. Hen kan nog eenen anderen weg inslaan » i?relke (ot ee 
formale leidt , die' voor hetzelfde aantal ordinaten een* grootm 
graad van naaawkenngheid oplevert dan de voorg'aande. 

Zoeken wij namelijk de waarde van / ydx tnssclien de greme 

O en 2a, dan heeft men, schrijvende 



r 



ydx = 2a{^oyo + ^iAyo + -4jA*yoH-enz.}^ . .j! 
At 



2a i. 



'~2aU 1.2.3... poP 

1 f8 u(H~l)(tt — 2)..(tt— p+1) rfM 

= 2;, 1.2.3.. j> 

De vergelijking;en (a) van $ 198 geren thans, door n =2li 
stellen , ter bepaling der coëfficiënten A , 

A, = -^--^, + -^, = J5-3 + J = O, 

^ - j^i-g^t-Hj^i-gA — --Ï8+4~5 — -• Ü' 

De drie eerste termen in form. (1) gaan hierdoor over in 

a{2yo+2Ayo4-3A*yo} = g'^o + ^i + yil» 

zoodat daarnit voor de waarde der integraal voortvloeit 

/2« «4 1 1 37 ( 

yda? = gjyirh-^yi-Hy,— 35A*yo+35A«ye— 1260^''^^^°'''' 

Het blijkt wederom, dat indien y eene geheele rationale fanclievan 
den eersten , tweeden of derden graad is , de correctie- termen verowi/- 
nen , en dus de integraal naauwkeurig bepaald wordt door het product 

"^{yo+ht + Vi)- 

De formule (2) thans op de s onderdeden van den kromlijnige" 
inhoud achtervolgens toepassende , waarbij n ondersteld i^ordt een 
eren getal te zijn, zoo vindt men gemakkelijk 
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yo-H-yn-Mtoi-^-y s . . 4-y»-i) + 2(y,4-y4 . . "f-y«-2) 
, — ^ (A*yo -f- A*yi + A*y* • • + A*y«-2) 

37 
— Y26Ö ^^''^^ "^ ^*^* "^ ^*^* • • "^ A'yn-^) 

+ ena. 

Met verwaarloozing der differentiën van de vierde en hoogere orden ^ 
bekomt men alzoo voor eene eerste benadering juist de formule van 
SiMPsoN (§ 188), waaruit tevens de meerdere uaauwkearigheid dezer 
benadering boven die van forra. (3) S^l-^ terstond op te maken is» 

Bepaalt men zich bij eene tweede benadering tot de rij der diffe- 
rentiën van de vierde orde, dan ontstaat hieruit dezelfde correctie 
voor de bedoelde formule » als die welke wij reeds in $200 gevon- 
den hebben* 

S 213. De algemeene somraerings-formule van § ^75, waardoor 
de waarde van Zy afhankelijk gemaakt wordt yanjydXy is ook bij om- 
keering geschikt, om daaruit eene benaderde waarde van deze inte- 
graal af te leiden. Immers, h door <z vervangende, en y = f[j;) 
stellende , zoo kan men die formule in de eerste plaats aldus schrijven : 

Ir 1 3t ^ 

-1 y(ï«+ C = 2'y + 2 y— ~ a/i(^) ■+- ^^ ««^(j?) — enz. 

Nemende thans de integraal tusschen de grenzen # = O , en jp = i^ 
= na, waarroede y = yo on y = y,» overeenstemmen , dan vindt men, 
na substitutie der waarden van 2y en van de Bemouiüiaamche coëf- 
ficiënten, 

welke formule in de toepassing onderstelt., dat geen der beide 



l 

454 INTEGRAAL-RERENING. 



differentiaal-qaoiienten van y » voor de grens-waarden van x, gsj 
eindig worde. 

Yoor eene eerste benaderde waarde verkrijgt men liler insgel^b 
de som der in- en uitwendige trapezia. De correctie is thans iiitge 
drakt in functie der differentiaal-quotiënten van oneven orden. Bd 
termen waaruit zij zamengesteld is zullen blijkbaar afnemen, na 
mate men aan n grootere getallen-waarden geeft. Macj^aviiv 
echter uit de voorgaande formule twee andere afgeleid , waarbg k 
correctiên geringere waarden verkrijgende, spoedigper mogen Ter- 
waarloosd worden. 

Zij namelijk eerstelijk n == 1 genomen , zoodat alleen èe\xk 
uiterste ordinaten in rekening gebragt worden, dan heeft menuet 
getallen-coëfficiënten kortheidshalve door A^B^C , . aanw^iende, 

f yix ==5(yo+y«)~^^ViW— A(0))+i?^(/'3W— A(0))— eiiL(ï 
''o ^ 

1 1 1 

waarin A =77:, B ==;r:r, C = 



12* 720' ~ 30240' 

Men eliminere nu den iGTmA^\fi{9) — /'^(O)) tusschendeze en dertxr- 
gaande formule , dan vindt men gemakkelijk voor alle waarden vani, 

f* , _ n j P« — 1) (yp + yn) + 2n(yi + y, , . +. y^i) 1 

I, y^''- \ 2(n»-l) } 

n' ^ tl* 

- / ^*+"*+' ) B^y^(,, _ ^,(0))^- enz. . . § 



ƒ. 



welke formule beter aan het oogmerk voldoet dan (1). 

Maakt men hierbij slechts van drie ordinaten gebruik » en stelt 
men dus n = 2 > dan verandert zij in 

r 

Het eerste gedeelte dezer formule stemt weder overeen met de 
uitkomst inde onderstelling eener gewone parabolische kromte r«e^ 
kregen. 
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Voor n =: 3, geeft dezelfde formule 



J Q o 



8 

B 10 

— §<»*(ƒ»(*) -A(0))+gj C<>«tfi(<>)—A(0))-eDi. . . (5) 

vaarvan het eerste gedeelte de benaderings-formale oplevert , welke 
'eeds door Nevton gevonden was (§ 194). 
Voor n = 4, komt er 



f* ydx = jf pfy» + y*) + ^(y *+ y« + »») [ 



— ^«^(AW--A(0))+^C<J«(/i(*)^/i(0))-enz, . . (6) 

De benaderings-forraale door Cotes gegeven Toor het geval van 
Tijf ordinaten, laat zich met veeinig moeite nit de voorgaande af* 
leiden. Men make namelijk de form. (4) van toepassing op de drie 
ordinaten yo> Vt» Vkf ^^^ S^eft zij 



/, 



ydjt = ?(j,+y»+4y,) — 4*V»(*)-- r»(0)) + enz. 



6 

Eliminerende thans den eersten correctie-term tosschen daze en 
de form. (5), dan verkrijgt men, na eene ligte herleiding , 

(\da^— ê P^^ "^ y*^ ^ ^^^y^ + ^^^ '^ ^^y> 

/• ^ ~ / 90 

• r 

-■ ^'(f5C<J)-A(0))+cnz (7) 

Door dusdanige elimina tien voort te zetten, zou men al de overige 
in % 197 reeds medegedeelde benaderings-formules zien te voorschijn 
komen, en daarenboven hare correctiën in functie der differentiaal- 
quotiënten leeren kennen. 

Stellen wij nog n = 2 in form. (1), dan komt er 
ƒ \<J* = i (i (y, -f. y,) 4- y ,) - ^ ^ {f^{i) - W)) 

+ 5^(/',(<J)— r,(0)) — eni. 
io- 
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Deielfde formule toegepast op de beide ordinaten yo , y^ als was 
neer n = 1 is, geeft 



ƒ. 



ydx = - (y, + yj _ AS*U<^ - A(0)) 4- Bi*{fi{ê) - f^(0)) -f- eni. 



ƒ, 



« 2 

Elimineert men de ordinaten y«, j/j tnsschen de beide laatste for- 
mules, too ontstaat hieruit de navolgende. 

ydx = êy,+ (^) AS*[ft)ff) - A(0)) 

-(^) »*»(ƒ,(*) -A(0))+(^)C<ï«(A(<ï)-A(O))- . J!) 

— enz. 
Onderstellen vfij tbans den afstand d in een even aantal 2n goelijke 
deelen verdeeld, en laten wederom y^, yi, ^s9*-*y2«» de 2n -|- 1 
ordinaten voorstellen , overeenkomende met de abscissen se = O, 

— , '^, -^ , .d. De voorgaande formule toegepast op de n onderdeelen 
van den kromlij uigen inboud , en welker grens-ordinaten op den 

afstand — van elkander verwijderd zijn , geeft als dan voor de som 
tl 

dezer partiële inbonden of integralen , de navolgende uitkomst 

+ (^) C^ (ƒ.(<?) -f5(0))-,eni; . . . . (9) 

zijnde deze de tweede der van Maglaubir afkomstige benaderings- 
formules. 

Indien men ecbter den afstand ^ in een willekeurig aantal n 
gelijke deelen a verdeelt, en de ordinaten overeenstemmende met de 

abscissen a? = ^, •— , -r- . . , respectivelijk yj , y» , y» . . . noemt, 

2 2 2 * T ï 

dan laat zicb de voorgaande formule even goed onder dezen vorm 
scbrijven 

I y^ = a[y^ 4- y3 + y» • . +yii-j) 

•'o 

^Aa^{f^(^j^ft{0))^lBa%{^)^UO}}-henz. . . (10) 
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De eerst benaderde waarde is hier de som der n regthoeken, elk 
tot basis hebbendeden afstand a, en tot hoogte de ordinaat gaande 
door de helft der basis. 

Stellen wij thans kortheidshalve 
1 

De forin. (1) en (10) geven als dan ter bepaling der integraal, de 
twee navolgende 

ƒ * ydx-aS- la»{A(*) ~ f,(0)) + ,-^«»(r,(«») - W)) 

-^<^%i^)-m) + enz. (11) 



ƒ. 



' ^^""^ {W)-UO))-enz. (12) 



967680 



door welker gelijktijdige toepassing men steeds in staat is den 
graad ran naauwkeurigheid der benadering te beoordeelen. 
S 214. Nemen wij wederom tot voorbeeld de berekening van 

1 dx 



1. 



l+aj^ 



Zy » = 4 of a = -r gesteld. 

4 

Hier is y z=z f[a) =: 



dus f,(s) = 



— 2ar 



(1 + ^*)* 



Bepaalt men zich bij de beide eerste correctie-termen ^ dan heeft 
men 

m-w) = -| =~i , m-m = o. 
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B«rek*»ing volgetu farm. (11). 

«yi = \ Vt = I^ = 0,23529411703 

i(y+y») = g(i+i)=^ = 0.1875 



aS = 0,78279411783 
Corirectie+— i-.l = ^ i= +0.00260418686 



«yi 

T 


1 


öy3 


_ 1 


ayj 


1 


«y? 


1 
~4 



Benaderde waarde = 0,78539828429. 
Berekening volgens form. (12). 
? = ^ = 0,24615384615, 



8 

1 16 



^Ml) 



- = ^ = 0,21917808219, 



8 

1 16 



,^/5^T = 89 = 0.»7977528089. 
*y^ = ,^ = 0,14159292035, 



»+Q 



aS' = 0,78670012958, 



Correctie— i-.i. .- = — 0,00130208333, 
24 16 2 _J ^ 

Benaderde waarde = 0,78539804625. 

Be onderlinge vergelijking der beide uitkomsten toont aan, dat 
de zes eerste decimale cijfers als naaawkeurig te beschouwen zijn. 
Daar nu de formules (11) (12) bij het gebruik van hetzelfde aantal 
termen, steeds correctiën opleveren, die met tegengestelde teekeas 
zijn aangedaan, zal men, door het gemiddelde van beide uitkomsten 
te nemen, blijkbaar des te nader aan de waarheid komen , naar mate 
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m a eene kleinere waarde gegeven is. Bij toepassing hiervan op 
:is Tori^ voorbeeld , bekomt men voor eene meer benaderde waarde 

p _as_ ^ 0,7853980463 + 0,7853982843 ^0,7853981653 

leclits in het negende decimale cijfer verschillende van de naanw- 
:eurige waarde 

^ = 0,7853981634... 

Bepaalt men zich in de benadering bij den correctie-term met d^ 
aangedaan , dan laat zich altijd a klein genoeg nemen, opdat de breuk 

~{W)-W)) 

tot zoodanige orde van decimale cijfers afdale, als men in die be- 
nadering wil verwaarloozen ; en hierdoor wordt het geheele getal n 
bekend, ter bepaling van het aantal ordinaten, welke men alsdan 
in rekening zal behooren te brengen. Elke der beide formules (11) 
en (12) is in zoodanig geval voor de benadering even bruikbaar. 
Men kan nog, met Legendbe, uit die beide formules onmiddellijk 
eene derde afleiden , waarbij de correctie eene geringere waarde 
bekomende, des te veiliger mag worden verwaarloosd (*). Door name- 
lijk bij de eerste het dubbel der tweede op te tellen, verdwijnt de 
eerste der correctie-termen , en er komt 

* yd, = J (25' -l-.S) - 2Ö§Ö ^f^^^ "" ^^^''^^ + *"*• • • ^'^^ 

Het eerste gedeelte dezer benaderde waarde zal blijken wederom 
met de formule van Simpsoit overeen te stemmen. 

Meer diepzinnige onderzoekingen omtrent het hier behandelde 
onderwerp zijn onder anderen te vinden in eene door de Berlijnsche 
Akademie in 1832 uitgegeven memorie van Prof. Dibksen , ten titel 
voerende: üeher die Methoden den Werth eines hestimmten Integrale 
mheru^ivoeise zu hestimmeny welke wij den wiskundigen ter raad- 
pleging aanbevelen. 



ƒ, 



(*) Traiti des foncHons elliptiquesy Tom. II, pag. 672. 
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ERRATA. 



<•» 



Bis. 6 reg. 9 van bov. staat : F{a) — F{0) 



lee 



20 
24 

27 

36 
38 
39 

40 

41 

43 



> » 
9 » » 

S » » 

2 » ond. 

4 » » 

8 » bov. 

1 » ond. 
7 » » 



8 » bov. 

» 48 » 6 » ond. 

» 56 D 12 » » 

» 57 » 12 » » 

» 66 » 5 > » 

» 70 » 12 » » 



X = V^-^dy 



2a-h(b—U^ i«— 4ac)xj 



ƒ dr 



2n~-3 f djp 

=^ 2t;^j(i-*«)«-i 



dr 



» 



m+l 

1 f(b'^2cx)dx 

l(y?— a)<^-ï>-ldy 

X \ X 

2 ^ 2 o 
2 a 



; F{x) — /T[0) 
dr = l^j^ 

dj? 
a 



ƒ, 



$ 14 
JxP+Bxi-i'Cxf 

2 «—3 



dr 



« — 3 f dx 



m+l 

1 r(ó4-2ca:)dr 

j(p-a)yf-T'-ldy 

•— Bsin, ^ 

2 a 

^(l-».^T(7r*-5) 
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z. 



79 reg. O van bov. De teekens — en ± van de fennen der reeks tusschen 

de beide haakjes, zoo mede het dubbele teeken van den 
laatsten term der integraal,' allen te veranderen in +. 



83 p 


1 




ond. 


«faa^ 


.• ± 9 




/«6j 


: + 9 


84 » 


3 




bov. 




± ;(*t».7)) 






H= /(*»».g)) 


> 96 » 


7 




ond.| 




\ cos.g» / 






1 ,H-«Vi.g»x 

2 \ COS.q> / 








f 




?(*«c.9+f^.g>) 






» 96 » 


6 




p 




^,^/3r+V^(a;«+a«)x 




2 V o 


i> 114 » 


7 




» 




/(:r+l^(l-a;*)) 




/(ar+l/(H-a«)): 


» 126 » 


11 




> 




/^y(.,^ 






j A^)^ 


» 127 » 


1 




bov. 




J — ja: 






f^ ds 


» 129 » 

* 


7 




» 




a — fi€ en a— i 


t 




a— •£ en a— f*t 


» 168 »£ 


{en 


6» 


> 




L.(i+x) 






^/(l4-:t«) 


tt Si(ïA k 


7 




ond. 




4 






47r 


* wv^ * 


l/^^C' 


l/^^C 


» 308 » 


2 




bov. 




1/(1W2)(1- 


-/*) 




1/(1-6») (1^/») 


» 319 » 


16 








A«xri 






A'XFj 


B 323 » 


8 




> 




|9+2 termen 






p-hl termen 


» 369 » 


11 




» 




reeks (1) 






reeks (2) 


» 375 » 


3 




ond. 




ö'Ui) 






y(;^i) 


» 378 » 


1 




» 




1.2 






1,2 


» 386 9 


14 




bov. 




c 

"*" 6a:6 






e 

6x« 


]» 414 » 


9 




» 




-454yo 






4640yo 


» 429 » 


9 




» 




VM^) 






V.9(x) 



TERBETERINGEN 



IN HET EERSTE DEEL. 



Onder de aanmerkiDgen voorkomende in eene oitvoeri^e reeem 
van het V^ deel, geplaatst in de Gids (Jaarg. 1851), beTinden zicli 
twee, voor welker niededeeling wij den geleerden schrijver erken- 
telijk zijn, dewijl zij eene verbetering van twee onnaauwkenri^ 
plaatsen behelzen. Wij hebben het nuttig geoordeeld hierTanbij 
deze aanwijzing te doen , voornamelijk ten behoeve van hen die om 
werk tot leiddraad hnnner stndiën kiezen. 

De eerste betreft het in $ 141 gegeven betoog van de eigenschap 
der gelijkslachtige fanctiën » hetwelk aldus te verbeteren is. 

Indien men het voorste lid der vergelijking 

kortheidshalve door u' aanduidt, en ix :=. x\ iy =. jf\ iz ::^i' 
enz, stelt » dan verkrijgt men, na differentiatie ten opzigte vao i, 

du^ dx^ du^ dy' du dz^ 
dx'di dy''di dz''di 

ds' dy' , dz' 

Maar -— =s, -f- = y, —. = 1... 

dt , dl d% 

z\jnde , zoo verandert de voorgaande vergelijking in 

dtt' , du' ■ du' , . , 

ds dy dz 

en dus voor i = 1 , in 

du ^ du , du , 

X hy h* h • • • = •wu. 

dx dy ds 

De tweede geldt eene in § 173 voorkomende onjuiste gevolgtrek- 
king ten aanzien van het gelijktijdig bestaan der beide soorten van 
baigpunten bij lijnen van dubbele kromming. Aldaar is name 
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rlceerdelijk besloten dat, indien de hoek e = O is, de wringings- 
»elc s^ alsdan insgelijks = O zou worden. 
Immers y in het eerste geval heeft men, 

-4 = en 3— = O , 

dx* ds* ' 

ïrwijl de waarde van e', 

dx ds {d^y d^i — d^z d^y) 



dx\(d^yY 4- {d^zY) + {dy d^z — dzd^y)^ ' 

hierdoor den vorm ^ aanneemt. 

Bepaalt men thans de waarde van dat gebroken door teller en 

aoemer te differentiëren , dat komt er, met weglating Tan den factor 

dxds 

d^yd'^x — d^id'^y 

2da!^(d^ydhj-+-d*zdh)+2{dyd-z — dzd^y) {dyd*x — dzd^y)' 

welke breuk op nieuw = 2 wordt. 

Eenc tweede differentiatie geeft echter, in de aangenomen onder- 

d^y ^ d*z 

stellmg van -— == O en -— = O, 

" dx* dx^ 

d^ydH — dHd^y 



2daf^{(d*y)^ + (dH)^) +enz.* 

welke thans eene bepaalde waarde verkrijgt , zoodat de hoeken e en 
e alleen dan gelijktijdig nul kunnen worden , bijaldien de coördi- 
naten van het buigpunt aan de differentiaal- vergelijking 

d^y d^z d^z d'^y 

da?'*dj?* ds^'ds!^ 
voldoen. 

Behalve de voorgaande verbeteringen kunnen wij niet afzijn hier 
nog de twee navolgende mede te deelen , welker aanwijzing wij aan 
een* veel belovend jong wiskundige, den Heer R. W. vaw Goens, 
oad kweekeling der Delftsche Akademie verschuldigd zijn , te weten : 
P. Het in § 57 gestelde betrekkelijk de voorwaarden van con- 
vergentie der reeks (1+a?)*^, zal, voor zooveel de negatieve waar^^n 
van m betreft , door het navolgende behooren vervangen te worden. 
lYoor negatieve waarden van mzal men bevinden, dat er insge- 
lijks convergentie plaats heeft voor alle waarden van ar, gelegen 
tusschen — 1 en + 1 , zoo mede voor o? = ^- 1 , mits — m < 1 zij. 
In het geval echter van — w > 1, bepaalt zich de convergentie bij 
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de eerstgenoemde waarden van 9, terwijl de reeks diTergent wor; 

voor j? = ±1-» 

Ten aanzien der ontwikkeling Tan (jr + ft)**» moet no^ opgemcn; 

'i 

worden dat zij , m positief zijnde , convergent is Toor alle iraaidci 
Tan h gelegen tnsschen — s en + s, en tevens voor h :=.±i 
Is m n^atief y dan heeft |men insgelijks convergentie zoo voor )b) -^ 
als voor h (^ of = gj doch divergentie voor h = ±'9 ifl<^s 
— m > 1 wordt 

2^ In S 171 betrekkelijk het polair oppervlak eener qp da 
bol beschrevene willekeurige kromme lijn , wordt deze laatste rer- 
keerdelijk aangewezen als rigtlijn van het kegelvlak , waarin k 
polaire oppervlak overgaat. Hiervan kan men zich op de nstJÓIgeté 
wijze overtuigen. 

De vergelijkingen ter bepaling van laatstgenoemd vlak zjjo, ia- 
gevolge $170 9 hierbij dx als standvastig aannemende, 

(s'— ar)d«+.(y'— y)dy + {z'-.«)dr = O.. . . . ^ 

(y'—y)^*y + («'—«) d*af — d<- = o. 

Se coördinaten der punten van de kromme lijn moeten wijden 
voldoen aan de vergelijking 

waarin r den straal des bols voorstelt. Deze vergelijking twee ach- 
tervolgende malen differentiërende , komt er 

sdx+ydy+zdz = 0, 

dl* H-j/d'y+icPz = O, 

waardoor de vergelijkingen (1) overgaan in 

x'ds + y'dy^z'dx = 0. ^ ^ 

y'd*y + z'd*r = 0. 

Hieruit volgt, na eliminatie van y', 

«'d^d*y-f-«'(d*d>y — dyd'jK) = O, 

of -'— ^^^*y 



• . . ./rfjs 



^ 



-«y^^S) 



.'=_gy', 



voor de vergelijkingen der projectiën van eene willekeurige pool- 



1 



wtmmt^mr^^^r^ff^^^^ "> »'— ■ »■» -v 
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lijn ; en daar deze allen door den oorsprong 'gaan , moet het polaire 
oppervlak noodzakelijk tot de kegel vlakken behooren. Ware na de 
op den bol getrokken kromme tevens de rigtlijn , dan zoude aan de 
vergelijkingen (3) insgelijks moeten voldaan worden door x' ■=. x, 
y' = y en %' -= % ie stellen; de tweede zou alsdan geven 

y(ï'y4-«d*i = O, 

en dus d« m O, op grond der tweede van de vergel. ft); hetgeen 
blijkbaar onjuist is. 

In het bijzondere geval waarin de kromme ontstaat door de snij- 
ding van den bol met een plat vlak loodregt op dat der xz staande , 

en waarvan 

z = as'+'b 

de vergelijking voorstelt , heeft men 

dz z=z adXf 

j , dsd^y , dx f 

dus « = ~ — — X = — ^x = — öa?', 

dyd^z — dzd^y dz 

waaruit blijkt dat het polaire kegelvlak in dat geval overgaat in 
eene middellijn loodregt op het snijdende vlak getrokken, zoo als 
ook gemakkelijk was in te zien. 

Ten slotte vermeenen wij hier nog eene opgave te moeten laten 
volgen van eenige min of meer zinstorende drukfeilen, welke na 
de^nitgave;van het eerste deel daarin opgemerkt zijn. 

4axdx 4aads 

Bh. 20 reg. 4 van ond staat : lees : — 



31 » 2 »- » 



{fi*^4ac)dx (b*'-4ac)j;dx 



2iy^ (a-hbx-\- cx*)^ 2l^ {a+bx-h cx^)^ 

» 31 » 1 » » » |^(a;»+a«V^(a;«+o)«) » i^ (a:«H-a«V^(a:»H-fl«)) 
»31»1» » » in den teller der waarde van (7y 

X X 

» 44 » 11 » bov. » •— » 

g)(ar-- «) g)(a— a:) 

» 44 » 15 » » » g)*(a:— a) » 9)>(a— a:) 

» 46 » 3 j> ond. » ; » — 

dy dx 

» 89 » 11 » bov. » l(j:-l/(H-a:»)) » /(*+l/(H-^>)) 

IL 30 



h. 100 reg. 14 van ond. staat : 


geheel positief getal 


hes: 


positteT offieTen g«& 


» 100 » 7 » > 


» 


/i(x) = 




> 


/-,(*) _ 


» 180 » 3 • » 


» 


p(y-yi) + 2yi(' 


-',) 


» 


/<y— iTt) -*- 2yi''- 


» 137 > 4 » » 


» 


X = OD 




» 


X = OD 


» 174 » > » 


» 


1 + —^ 
dx* 




» 


d»y 

Ar» 


» 175 » 8 » « 


» 


^ lix» 




m 


^ dx* 


» 178 > 14 > boT. 


» 


ie» ~ 




» 


ds __ 
dx 


» 191 » 14 > » 


» 


dt0 




> 


d^ 
d9 


» 242 > 4 » ondL 


» 


Rdydx* 




» 


Rdyéfix^ 


» 245 » 3 > > 


» 


dxdtf 
d^z 




» 


d*s 
dxdy 


» 845 » 5 > > 


» 


dx 
dv 




> 


dz 
dy 


» 240 » 12 » bo¥. 


» 


z* in «1 




> 


z^m s 


j» 272 »2eii3» ond. 


» 


d\{^mM) 


rfïJ 


» 


i[ns)(/{y))j] 



dx dx 

* * * * f Eene soortgelijke correctie ak de Toorj^aande. 

» 273 » 4 » boT. \ 

» 348 » 6 > » » V^{«»+y*— r*) » l^ (x«-hy»-rï| 

> 348 1 6 » > » l/^(x5-+.y»-r») » i^(x»-|-y«-f-» 

> 369 » 17 » ond. » deide oide » tweede orde 



de uitgevers dezes ziet mede het licht: 

' '^RT VAN DE PEOVINCIE ZÜID-HOLLAND 1846 , 

"emaakt op last van de Provinciale Staten; 9 bladen, op 

•'"ïxi gegraveerd en gedrukt op zwaar roijaal papier, ƒ 12.00. 

^-JjEtT VAN DE KOLONIE SUKINAME, ingerigt naar 
T* ici liet jaar 1784 door den Ingenieur J. C. Heeneman 
4 gegeven, doch in 1849 verbeterd, naar den tegenwoordi- 
iTi toestand der Kolonie gewijzigd, en daarop alle bestaande 
'('.antagiën aangeduid, door Jhr. C. A. VAN Sypesteyn, 
; weede Luitenant der Artillerie y Adjudant van Zijne Excellentie 

' ï=3n Heer e GeneraaUMajoor E. T. Baron van Raders, Gou-- 
4 irneur van Suriname y geteekend op de schaal van ri^-nnTTr? ^P 
^ een gegraveerd en gedrukt op het Topographisch Bureau va7i 

* -et Ministerie van Oorlog, in 4 bladen ter lengte van 2 Ned. 

» ~ Uen en ter hoogte van 75 duimen (binnenrands gemeten). » 10.00. 



> — 



i .GEMEENE KAART VAN NEDERLANDSCH OOST- 

* ^" LNDIE, uit echte bescheiden, grootendeels in handschriften 

if'.bij de archieven van het koloniaal bestuur te 'a Gravenhage en te 

— Patavia^ mitsgaders uit mededeelingen van geleerden, van 

beambten en van Zee- en Land-Officieren in Nederlandsch 

Indiêy zamengesteld door G. J. Baron Ridder VON Derfelden 

I i/>vanHinderstein, uitgegeven door het Ministerie van Marine 

, y:;en Koloniën; benevens eéne Memorie van Toelichting in de 

, j^. Fransche taal (150 bladzijden in^4®. op velin papier), acht 

bladen en een verzamelblad . uitgevoerd en vervaardigd onder 

het opzigt van den Baron Jhr. G. A. Tindal, Luitenant 

ter zee der eerste klasse, op koper gegraveerd door de kaart- 

graveurs Schweickhardt , van Baarsel en Tütn , Zürcher 

en H. Veelwaabd. 

VB* De prijs dezer kaart oorspronkelijk bepaald zijiide op / 56.00 en dfs 
lEemorie van toelieliting op ƒ 4.00 , is thans bij ministeriële resolutie 
verminderd tot op / 8.00 , waaronder de Memorie is begrepen } terwiyl 
elk blad afzonderlijk , alsmede de Memorie te bekomen is • è/ 1.00. 



WITERBOVWKIUVDE. 



Het bekende werk van wijlen den Ingenieur F. BAUD, 
getiteld: PROEVE VAN EENEN CURSUS OVER DE WATERBOUW- 
KUNDE, en handelende over 

l** WEGEN EN BKUGGEN. 

2* KANAAL EN HAVENWEEKEN. 

3* SLUIZEN. 

é** DIJKBOUW, 

5^ RLTSWEEKEN, op de bovm" of afstroomende rivieren, 

wordt thans, zoo als het, in twee groot octavo boekdeelen en 

een ATLAS met acht en veertig in koper gegraveerde platen, 

is uitgegeven, algemeen verkrijgbaar gesteld voor den geringen 

prijs van 

ƒ 18.00 in plaatsman ƒ 39.00. 

De gedrukte prospectus ^ waarin de belangrijke inhoud van 

dit werk breeder is omschreven, is bij de uitgevers, de gebboedebs 

VAN CLEEF, in *s Gravenhoge en te Amsterdam y en G. T. n. 

SUBINGAB , te Leeuwarden , en verder in alle boekwinkels gratis 

verkrijgbaar. 



